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Avance sur ton chemin, car il n'existe que par ta marche.

Saint Augustin

le Moine : Le Moine meurt mais ne s'enfuit pas !

Corto Maltese : D'accord, alors meurs !

le Moine : Le Moine fuit mais ne meurt pas !

Corto Maltese : Dame, il y aurait bien une solution. . .Meurs

à moitié, et rends-toi à moitié. . .

La Ballade de la mer salée, Hugo Pratt
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Avant-propos.

Cette thèse porte sur deux sujets, relativement distincts, bien que trai-
tant tous deux de graphes et de connexité. Ils s'inscrivent dans le cadre
de l'optimisation combinatoire, branche des mathématiques discrètes. Cela
peut expliquer au lecteur informaticien que malgré l'intitulé �thèse d'infor-
matique� de ce document, nous sommes plus intéressés par les aspects mathé-
matiques des objets que nous étudions, que par les aspects d'algorithmique et
de complexité. Pour autant, l'auteur de ce travail étant informaticien de for-
mation, le lecteur mathématicien pourrait estimer que cette thèse est forte-
ment imprégnée d'informatique théorique. Ce qui n'est pas contradictoire
si nous considérons l'informatique théorique comme un vaste sous-ensemble
des mathématiques.
Le premier sujet porte sur les multi�ots entiers. Ce travail a été en partie
réalisé avec la collaboration active d'András Seb®, directeur de cette thèse,
en particulier sur le recensement et la classi�cation des résultats connus
avant cette thèse. Notre principal apport concerne l'étude de la complexité
du problème du bi�ot entier dans les graphes planaires.
Le second sujet tourne autour d'un problème original, posé par Vincent Jost
avec qui nous avons travaillé, sur les tours graphiques. Nos réponses sont
encore modestes, et la richesse du problème nous laisse espérer des résultats
très intéressants pour les prochaines années.
Chacun de ces sujets est traité dans une partie indépendante. Nous avons
fait précéder le tout par un chapitre introductif apportant les outils com-
muns nécessaires, dans une présentation inhabituelle. Plutôt que de lister les
dé�nitions et théorèmes utiles, nous avons préféré les motiver, et pour coller
au cadre de cette thèse, ces motivations proviennent de la théorie des �ots.
Le lecteur averti pourra survoler ce chapitre pour véri�er les notations que
nous avons choisies, au demeurant assez classiques, alors que le lecteur novice
devrait, souhaitons-le, y trouver les intuitions et les fondamentaux requis.
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0.1 Graphes et connexité

En introduction de notre article [46], nous écrivions à propos de la théorie
des �ots :

The �eld has been developed in parallel with the tools of opti-
mization, polyhedral combinatorics and graph theory 1.

Nous nous proposons donc de commencer cette thèse par un éclairage mutuel
de la théorie des �ots, voire plus généralement les problèmes de connexité,
et des méthodes générales de l'optimisation combinatoire. Cela nous permet
d'introduire les notions utilisées par la suite, tout en procurant au lecteur
un point de vue que nous espérons original et intéressant.

Dans son acceptation la plus courante, l'optimisation combinatoire est la
branche des mathématiques vouée essentiellement à la résolution des prob-
lèmes de la forme suivante :

Problème d'Optimisation Combinatoire

Entrée : H famille de sous-ensembles de E �ni, f : E → R calculable.
Sortie : H ∈ H tel que f(H) =

∑
e∈H f(e) est maximal.

Précisons que H n'est pas donné explicitement par un liste d'ensembles,
mais plus généralement par une description logique concise. Typiquement,
H sera dé�ni comme l'ensemble des sommets d'un graphe G véri�ant une
propriété précise, par exemple être un stable, l'entrée serait donc juste une
description du graphe dans ce cas. Remarquons dans l'exemple précédent
cette notation usuelle en optimisation combinatoire : soit une fonction f à
valeurs réelles, pour tout U ⊆ Dom(f), nous notons f(U) =

∑
u∈U f(u).

Avant de donner la dé�nition d'un graphe, précisons quelques notions de
complexité. Un problème de décision est la donnée d'un langage L ⊂ Σ∗

sur un alphabet �ni Σ. Résoudre le problème, c'est donner une méthode
formelle pour ce langage (un algorithme), permettant de déterminer par un
calcul �ni si un mot quelconque donné w ∈ Σ∗ appartient à L. La complexité

(en temps) d'un algorithme est la fonction associant à chaque mot le temps
de calcul nécessaire pour déterminer si ce mot est dans le langage, et nous
choisissons d'étudier les complexités de manière asymptotique, par rapport
à la longueur des mots, généralement en donnant des bornes supérieurs.
Un algorithme est polynomial si sa complexité est ainsi bornée par un po-

1. Ce domaine s'est développé en parallèle avec les méthodes de l'optimisation, de la
combinatoire polyédrale et de la théorie des graphes
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lynôme. Les problèmes admettant un algorithme polynomial forment par
dé�nition la classe de complexité P. Autrement dit, un problème est dans P
s'il est possible de le résoudre en temps polynomial.
La classe de complexité NP est la classe des problèmes certi�ables en temps
polynomial : il existe un algorithme tel que pour tout mot w ∈ Σ∗, w ∈ L
ssi il existe un mot yw tel que l'algorithme accepte le mot (w, yw) en temps
polynomial par rapport à la taille de w. En langage naturel, yw est un cer-
ti�cat, une preuve du fait que w appartient au langage, et cette preuve est
raisonnablement courte. Une des grandes questions ouvertes en mathéma-
tiques est de déterminer si l'inclusion P ⊆ NP est propre. Un langage est par
dé�nition dans coNP si son complémentaire est dans NP.
Notons L(Π) le langage dé�nissant le problème Π. Un problème Π ∈ NP est
NP-complet, si tout problème Π′ de NP s'y réduit : pour tout w ∈ Σ∗, il
existe y ∈ Σ∗ calculable polynomialement tel que w ∈ L(Π′) ssi y ∈ L(Π).
Pour montrer qu'un problème est NP-complet, il su�t de montrer qu'un
autre problème NP-complet s'y réduit.
Retenons que P est habituellement admis comme étant la classe des prob-
lèmes qu'il est possible de résoudre, et que les problèmes NP-complets ne sont
pas susceptibles d'être résolus e�cacement. Cette vision (algorithmique) est
criticable (et de plus en plus critiquée), mais est par certains côtés su�sam-
ment raisonnable pour lui admettre une légitimité. Nous mettrons néanmoins
un sens plus mathématique sur ces notions par la suite, justi�ant leur rôle
pour déterminer la complexité mathématique d'un problème.
Pour clore cette partie sur la complexité, précisons que tous nos problèmes
peuvent être décrits naturellement par des langages, de sorte que les mots
sont de taille linéaire en la taille (calculée usuellement) des objets mathéma-
tiques étudiés. Le modèle calculatoire choisi est le modèle à mémoire à accès

direct. Nous faisons ainsi abstraction des formalismes nécessaires en théorie
de la complexité.

Dé�nissons maintenant les graphes, objet central dans cette thèse. G =
(V,E) est un graphe si V est un ensemble �ni, et E est un multi-ensemble
de paires d'éléments de V . Les éléments de V sont appelés sommets, et ceux
de E sont appelés arcs. Les graphes sont aisément représentables par des
dessins : chaque sommet est représenté par un point, et un arc (u, v) est
représenté par une �èche du point représentant u vers celui représentant v.
Pour un arc e = (u, v) nous disons que e est un arc sortant de u, et un arc
entrant de v. Les sommets u et v sont dits adjacents s'il existe un arc (u, v)
ou (v, u). Nous noterons couramment uv pour l'arc (u, v). Les arcs sortants
ou entrants de u sont dits incidents à u. Nous considérerons seulement des
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graphes sans boucle : une boucle est un élément (v, v) ∈ E. On appelle graphe
simple les graphes sans boucle tels que E est un ensemble : toute paire de
sommets est représentée au plus une fois dans E. Il arrive souvent que l'ordre
des éléments d'un arc n'ait pas d'importance : G est alors dit non-orienté, par
opposition à orienté (nous appelons aussi digraphe les graphes orientés), et
(u, v) et (v, u) sont alors identi�és (de manière équivalente, E a ses éléments
dans

(
V
2

)
, l'ensemble des paires de V ). Dans un graphe non-orienté, nous

appelons arêtes les arcs (picturalement, nous dessinons des traits et non des
�èches). Pour un graphe G orienté, nous appelons graphe non-orienté sous-

jacent à G le graphe dont les arêtes sont les arcs de G. G est biparti s'il
existe une partition A,B de V tel que E ⊆ A×B.
Quelques graphes non-orientés particuliers interviennent régulièrement. Nous
notons Ki la clique à i sommets, Si le stable à i sommets et Ci le cycle à i
sommets, dé�nis par :

� Ki = (J1, nK, {uv : u, v ∈ V, u 6= v}),
� Si = (J1, nK, ∅),
� Ci = (J1, nK, {1n} ∪ {(i, i+ 1) : i ∈ J1, n− 1K}), pour i ≥ 3.

Le complémentaire d'un graphe simple G = (V,E) est le graphe G =

(V, {uv /∈ E}). Prendre le complémentaire est une involution : G = G. Le
complémentaire de Ki est Si.

L'une des premières questions que nous pouvons nous poser en présence
d'un graphe (en toute généralité orienté), et l'un des premiers problèmes
étudiés dès le XVIIIième siècle, est de déterminer s'il est possible d'aller d'un
sommet à un autre par une suite d'arcs. C'est une généralisation du prob-
lème du labyrinthe : comment trouver un chemin vers la sortie, et si possible
un plus court chemin ? Cela va constituer notre premier problème d'optimi-
sation combinatoire, et probablement l'un des plus importants. Dé�nissons
donc une marche P d'un graphe comme une séquence d'arcs de la forme
u0u1, u1u2, . . . , un−1un. Si les arcs sont distincts, nous parlons de chemin. u0
et un sont appelés extrémités du chemin, et uiui+1, ui+1ui+2, . . . , uj−1uj est
un sous-chemin de P . Dans le cas orienté, u0 est appelé origine ou source

du chemin, et un est appelé destination ou puits, on appelle (u, v)-chemin
un chemin d'origine u et de destination v. La longueur d'un chemin est
le nombre d'arcs le composant. Les adjectifs court et long font référence à
la longueur des chemins. Une marche est fermée si ses deux extrémités sont
identiques. Si en plus c'est un chemin, il s'agit d'un cycle. Nous noterons P−1

le chemin unun−1, . . . , u2u1, u1u0 du graphe
←−
G = (V, {uv : vu ∈ E(G)}),

et si Q = v0v1, . . . vp−1vp est un chemin avec v0 = un, PQ est le chemin
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u0u1, . . . , un−1un, v0v1, . . . , vp−1vp. Un (A,B)-chemin, pour A,B ⊆ V est
un chemin dont l'origine appartient à A et la destination à B.
Pour tout objet combinatoire H dans un graphe (en particulier les chemins),
nous noterons V (H) et E(H) les ensembles de sommets et d'arcs respective-
ment, couverts par cet objet.

Formellement, le problème du labyrinthe s'écrit :

Plus Court Chemin

Entrée : G un graphe, u et v deux sommets de G.
Sortie : P un plus court (u, v)-chemin de G

Parfois, l'existence d'une solution de coût su�samment faible nous su�t.
Nous distinguons problème d'optimisation (trouver la meilleure solution) et
problème d'existence (trouver une solution dont le coût ne dépasse pas la
borne, s'il en existe). Les deux formulations sont en fait équivalentes.

La théorie des �ots traite d'un aspect de la connexité dans les graphes,
et généralise le problème de trouver un chemin. Un graphe G est dit con-
nexes si pour toute paire de sommets u et v de G, il existe un (u, v)-chemin
dans le graphe non-orienté sous-jacent de G, et fortement connexes s'il existe
un (u, v)-chemin dans G. La connexité n'est pas une notion typique de la
théorie des graphes. En particulier, la connexité est un aspect fondamental
de la topologie. Mais notre intérêt étant dans l'étude d'ensembles �nis, la
connexité de ces ensembles se ramène à celle de leur graphe d'adjacence : le
graphe dé�ni sur cet ensemble, les arcs représentant l'adjacence des éléments.

Informellement, un (s, t)-�ot (entier) est un ensemble de (s, t)-chemins
disjoints (disjoints dans le sens où les ensembles d'arcs utilisés par chaque
chemin sont disjoints). s est appelé source ou origine du �ot, et t est ap-
pelé puits ou destination. L'utilisation de la même terminologie que pour les
chemins est justi�ée par le fait qu'un chemin n'est qu'un cas particulier de
�ot.

Plus généralement, nous nous donnons une fonction entière sur les arcs,
déterminant la capacité (intuitivement, il s'agit plutôt d'un débit maximal)
de chaque arc. Dans ce cas, par chaque arc peuvent passer autant de chemins
que la capacité de cet arc. Dé�nissons alors précisément le problème du �ot.
Soit G un graphe, et prenons s et t deux de ses sommets. Notons Pst l'ensem-
ble des (s, t)-chemins de G :
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Flot Entier Maximum

Entrée : G un graphe, s et t deux sommets de G, c : E(G)→ N.
Sortie : Maximiser |P |, pour P multi-ensemble de (s, t)-chemins, tels que
tout arc e ∈ E(G) est dans au plus c(e) chemins de P .

En notant le multi-ensemble comme un vecteur caractéristique χ ∈ NPst

sur les chemins de Pst, la contrainte énoncée s'écrit :

Pour tout e ∈ E(G),
∑

e∈P∈Pst

χP ≤ c(e)

Plus tard, nous verrons des �ots multi-commodités : soient (s1, t1), . . . , (sk, tk)
plusieurs paires de sommets d'un graphe G. Un multi�ot entier est un multi-
ensemble de chemins dans Ps1t1∪. . .∪Psktk , tel que chaque arc e appartient à
au plus c(e) de ces chemins. Dans cette thèse, nous prenons le parti de traiter
seulement des problèmes d'existence, qui contiennent su�samment de ques-
tions ouvertes. Nous noterons H le graphe des arcs de demandes (si, ti)i :

Multiflot Entier

Entrée : G un graphe, H graphe avec V (H) ⊆ V (G), r : E(H) → N,
w : E(G)→ N.
Sortie : Existe-t-il un multi-ensemble de chemins de G contenant r(uv)
(u, v)-chemins pour tout uv ∈ E(H), tel que tout arc e ∈ E(G) est utilisé
par au plus w(e) de ces chemins ?

0.2 Programmation linéaire et circulations

L'une des idées fondamentales du domaine est de formuler les problèmes
d'optimisation combinatoire comme des programmes mathématiques, en par-
ticulier des programmes linéaires. Citons par exemple A. Schrijver dans son
livre [57] : �linear programming forms the hinge in the history of combinato-
rial optimization� 2. Cette idée a été utilisée très tôt par Hitchcock [24] pour
résoudre le problème du transbordement, qui est un cas particulier de �ot.

Nous supposerons que le lecteur possède les connaissances d'algèbre li-
néaire nécessaires à la compréhension de ce qui vient. Un polyèdre est un
sous-ensemble de Rn de la forme P = {x : Ax ≤ b} avec A matrice m× n

2. l'introduction de la programmation linéaire est la charnière de l'histoire de l'opti-
misation combinatoire
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et b vecteur colonne de dimension m. Une inégalité ax ≤ β est valide pour
P si elle l'est pour tout point de P . H = {x : ax ≤ β} est un hyperplan

support de P si ax ≤ β est valide pour P et P ∩ H 6= ∅. Une face de P est
l'intersection de P avec un de ses hyperplans support. Si une face contient
un seul élément, celui-ci est appelé sommet de P . Un point extrême v d'un
convexe Q est un point n'appartenant pas à l'enveloppe convexe conv(Q−v)
des autres points de Q. Un polyèdre est dit de plein rang si son intérieur est
non-vide. Un polytope est l'enveloppe convexe d'un ensemble �ni de points
de Rn. Les polytopes sont les polyèdres bornés. Un polyèdre est entier si
chacune des ces faces contient un point entier (à coordonnées entières). En
particulier, un polytope entier est un polytope dont tous les sommets sont
entiers. Pour un point x0 d'une face de {x : Ax ≤ b}, les inégalités serrées
(ou actives) sont les inégalités aix ≤ bi du système Ax ≤ b atteintes avec
égalité par x0. Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, pour un vecteur colonne
c, nous omettrons la notation de la transposition en vecteur ligne cT , et
noterons donc simplement c.

Un programme linéaire est un problème d'optimisation de la forme suiv-
ante :

max{cx : Ax ≤ b}

où A ∈ Rm×n est une matrice, b ∈ Rm et c ∈ Rn sont des vecteurs. x est
un vecteur d'inconnues. Il s'agit donc de trouver une solution d'un système
d'inéquations linéaires, maximisant une forme linéaire donnée. Géométrique-
ment, nous cherchons donc un point dans un polyèdre (c'est-à-dire une inter-
section d'hyperespaces), qui soit le plus possible dans la direction donnée par
le vecteur c. S'il existe un tel point (ce n'est pas toujours le cas, le polyèdre
pouvant être vide ou in�ni), il appartient à une de ses faces.

Dans la dé�nition de Flot Maximum que nous avons donné, les con-
traintes sont naturellement des inégalités linéaires. Notons provisoirement P
l'ensemble des chemins de G, et réécrivons précisément :

max 1x tel que (1)∑
P∈P,e∈P xP ≤ w(e) (∀e ∈ E(G))

xP ≥ 0 (∀P ∈ P)

Dans cette thèse, nous noterons indi�érement 1 pour le réel ou les vecteurs
dont tous les coe�cients sont 1. La forme linéaire objectif de (1) est donc la
somme des coe�cients de x, ce qui correspond bien au nombre de chemins
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pris. Les contraintes avaient déjà été formulées ainsi, seul est ajouté la con-
trainte de positivité, puisque χ était le vecteur caractéristique d'un multi-
ensemble.

Dans cette formulation (1), les solutions peuvent être rationnelles : il
s'agit d'une version relaxée du problème de �ot, a priori plus facile à ré-
soudre. Un programme linéaire en nombres entiers est un programme linéaire
auquel est ajouté la contrainte d'intégralité : le vecteur inconnu est choisi
entier. Par exemple, pour les �ots :

max 1x tel que (2)∑
P∈P,e∈P xP ≤ w(e) (∀e ∈ E(G))

x ∈ NP

Cette formulation correspond bien exactement au problème initial.

Notons que dans ces deux formulations, entière ou relachée, le nombre
de variables (d'inconnus) est égal au nombre de (s, t)-chemins, qui peut être
très grand comme nous l'avons déjà signalé. Il n'est pas raisonnable d'espérer
trouver une solution, si la taille de celle-ci est déjà trop grande par rapport
aux données du problème (ici, le graphe et sa fonction de capacité essentielle-
ment). Nous donnons donc une deuxième formulation. Plutôt que de chercher
le nombre de chaque type de chemin, nous demandons combien de chemins
faire passer par chaque arc. Les contraintes doivent nous permettre ensuite
de montrer qu'il existe un �ot tel qu'e�ectivement chaque arc est bien dans
ce nombre exact de chemins du �ot. Nous avons donc une variable par arc, et
nous aurons besoin d'un théorème pour prouver qu'il s'agit bien d'une formu-
lation du problème de �ot maximum. Pour des raisons de commodité, nous
ajoutons un arc supplémentaire ts à E(G), que nous appelerons h, avec une
capacité in�nie, et nous l'appelons arc de demande. Plutôt que de considérer
les (s, t)-chemins du graphe, nous allons considérer les cycles passant par
l'arc h. Un �ot devient un ensemble de cycles respectant les capacités (une
circulation), et nous cherchons à maximiser le nombre de cycles passant par h

Nous notons δ+(X) pour tout X ⊆ V , l'ensemble des arcs uv ∈ E(G)
avec u ∈ X, v /∈ X et δ−(X) l'ensemble des arcs uv ∈ E(G) avec u /∈ X,
v ∈ X. Par abus de notation, nous noterons δ+(u) = δ+({u}), et δ−(v) =
δ−({v}). δ+(X) est l'ensemble des arcs sortants de X, δ−(X) est l'ensemble
des arcs entrants de X. δ(X) = δ+(X)∪ δ−(X) est la coupe de G engendrée
par le bord X. Si X ⊂ V (G) contient u mais pas v, on dit que δ(X) est une
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(u, v)-coupe. Si δ−(X) = ∅, δ+(X) est une coupe orientée. Nous dé�nissons
δ(X,Y ) = {uv ∈ E(G) : u ∈ X, v ∈ Y } et d(X,Y ) = |δ(X,Y )|. Le voisi-
nage N(U) d'un ensemble de sommets est {v /∈ U : ∃u ∈ U/uv ∈ E(G)},
N(u) = N({u}). Une deuxième formulation est alors :

max xh tel que∑
e∈δ+(u) xe =

∑
e∈δ−(u) xe (∀u ∈ V (G))

ce ≥ xe ≥ 0 (∀e ∈ E(G))

(3)

Le premier type de contraintes porte le nom de loi de conservation ou
loi de Kirchho�, par référence aux lois dans les réseaux électriques, qui sont
une application des résultats de théorie des �ots, voir par exemple [50]. Ces
contraintes expriment que le nombre de cycles qui entrent dans chaque som-
met est égal au nombre de cycles qui en sortent.

Nous avons besoin d'un résultat élémentaire, sur l'existence d'un (s, t)-
chemin. Il s'agit aussi d'un modèle du genre de théorème apprécié en opti-
misation combinatoire : il existe un certain objet ssi un autre objet n'existe
pas.

Théorème 0.2.1. Soient G un graphe, s et t deux sommets distincts de

G. Il existe un (s, t)-chemin si et seulement s'il n'existe pas de (t, s)-coupe
orientée.

La remarque suivante est fondamentale dans l'étude des �ots : soit C
un cycle de G. Alors pour tout U ⊂ V (G), |δ+(U) ∩ C| = |δ−(U) ∩ C|.
En remplaçant U par les singletons, nous obtenons que les lois de Kirchho�
sont véri�ées par les cycles, et donc plus généralement par les �ots. Ré-
ciproquement, les points entiers du polyèdre dé�ni par les contraintes de (3)
correspondent à des solutions du problème de �ot maximum.

Proposition 0.2.2. Soit x une solution entière au programme (3), il existe
un (s, t)-�ot P dans G tel que x(e) = |{P : e ∈ P}|.

La preuve de ce théorème repose sur le Théorème 0.2.1 : étant donné un
�ot entier |P| dans (G, x), nous appliquons ce théorème sur le graphe Gf ,
obtenu en supprimant de G les arêtes e telles que f(e) = 0, avec f(e) =
x(e) − |{P ∈ P : e ∈ P}| si e ∈ E(G). Nous trouvons alors soit un
chemin simple à rajouter à P, soit une (s, t)-coupe orientée f(δ−(X)) = 0,
mais puisque f véri�e aussi les lois de conservation de �ot, f(h) = 0 donc
|P| = x(h).

Nous venons de mettre en évidence qu'il existe plusieurs formulations
pour un même problème, avec des polyèdres complètement di�érents. Dans
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la formulation (3), le nombre de contraintes dépend linéairement du nom-
bre d'arêtes du graphe, tout comme le nombre de variables. Ceci permet de
décider si un vecteur de RE est réalisable, c'est-à-dire s'il véri�e chacune
des contraintes du programme linéaire (relaxé) (3), ou bien de trouver une
contrainte violée, ce qui s'appelle séparer le vecteur du polyèdre. La méth-
ode des ellipsoïdes, mise au point par Grötschel, Lovász et Schrijver [22],
permet de trouver une solution réelle optimale dès lors que nous possédons
un algorithme de séparation polynomial. Dans le cas des �ots, nous pou-
vons donc trouver ainsi des solutions optimales au programme relaxé, mais
malheureusement ces solutions ne sont pas forcément entières : il faudrait
idéalement pouvoir montrer que les sommets du polyèdre du programme (3)
sont entiers pour en déduire un algorithme de résolution du problème de �ot
maximum.

0.3 Dualité et théorème de Menger

Dans le Théorème 0.2.1, nous avons montré une propriété intéressante :
soit il existe un (s, t)-chemin, soit il existe une (s, t)-coupe U avec δ+(U) = ∅,
et seule l'une des deux possibilités est vraie. Si nous cherchons un (s, t)-
chemin et qu'il n'en existe pas, nous pouvons donner une garantie de non-
existence, par une (s, t)-coupe Y avec δ+(Y ) = ∅. Il est toujours plus facile de
montrer l'existence d'un objet, que de montrer son inexistence. Pour prouver
l'existence, il su�t de montrer cet objet. Ainsi, tout résultat permettant de
prouver la non-existence d'objets revêt une importance particulière. Voyons
un exemple un peu plus subtil, généralisant le précédent pour bien en expli-
quer l'intérêt, et qui constitue l'un des premiers résultats de l'optimisation
combinatoire. Il donne une condition d'existence d'un �ot de taille donnée.

Théorème 0.3.1 (Menger, 1927). Soit G un graphe, s et t deux sommets

de G. Alors le nombre maximum de (s, t)-chemins arc-disjoints est égal au

cardinal minimum d'une (s, t)-coupe sortante.

Reformulons di�éremment : il existe k (s, t)-chemins arc-disjoints ssi il
n'existe pas de (s, t)-coupe C avec δ+(C) < k. Un théorème de la forme :
l'existence d'un objet est équivalente à la non-existence d'un autre objet, est
appelé bonne caractérisation de l'objet en question. En théorie de la com-
plexité, le problème de déterminer l'existence d'un tel objet est dans la classe
NP∩ coNP, et les deux points de vue sont en fait équivalents. En plus d'être
une condition nécessaire à l'existence d'un algorithme e�cace pour résoudre
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le problème, une bonne caractérisation permet souvent une analyse �ne de
la structure mathématique du problème étudié. Revenons à notre problème
de �ot, et plus généralement à la programmation linéaire en nombres entiers,
puisque nous avons donné une formulation de notre problème.
Malheureusement, il semblerait (sauf si P = NP) qu'il n'existe pas de bonne
caractérisation pour la programmation linéaire en nombres entiers, mais nous
en avons une pour la programmation linéaire.

Lemme 0.3.2 (Farkas [12]). Soit un polyèdre P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b},
dé�ni par des contraintes linéaires. Alors P est vide ssi il existe un vecteur

y ∈ Rm+ tel que yA = 0 et yb < 0.

Pour les problèmes d'optimisation, nous pouvons l'appliquer comme ceci :
il existe une solution de valeur k ssi le polyèdre P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, cx ≥
k} est non-vide. Réécrivons les contraintes de (1), pour exprimer l'existence
d'un �ot de taille k : ∑

e∈P
xP ≤ ce (∀e ∈ E(G)) (4)

−xe ≤ 0 (∀e ∈ E(G)) (5)

−1 · x ≤ −k (6)

De cette écriture, par le Lemme 0.3.2, la non-existence de solution équivaut
donc à l'existence de vecteurs y ∈ RE+, z ∈ RPst

+ et w ∈ R tel que :{ ∑
e∈P ye ≥ w (∀P ∈ Pst)∑
e∈E ceye < kw

(7)

La première contrainte de (7) exprime que w est une borne inférieure sur la
longueur du plus court (s, t)-chemin. La somme des longueurs d'une solution
est donc supérieure ou égale à kw, mais la seconde contrainte donne juste-
ment une borne inférieure de kw sur la somme des longueurs de chaque arc,
multipliées par les capacités des arcs. Nous avons :

kw ≤
∑
e∈E

xece ≤
∑
e∈E

yece < kw (8)

pour tout �ot x de k chemins, contradiction. Il est donc assez naturel que
l'existence de y et w empêche la réalisation d'un �ot de taille k, mais la
réciproque n'est pas intuitive.
Nous n'avons pas encore donné de formulation pour le problème du multi-
�ot entier. Par analogie avec ce que nous avons fait pour le �ot maximum,
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nous pouvons par exemple prendre des variables sur les (si, ti)-chemins,
et exprimer une contrainte par arc du graphe. Notons pour toute fonc-
tion réelle positive z sur les arcs d'un graphe, λz(u, v) = minP∈Puv z(P ) la
longueur d'un plus court (u, v)-chemin. En appliquant de la même manière
le Lemme 0.3.2 nous obtiendrions le résultat suivant, popularisé sous le nom
de Théorème Japonais :

Théorème 0.3.3 (Onaga, Kakusho [48]). Soit (G, c, (si, ti)i∈I , (ri)i∈I) une

instance du problème de multi�ot entier n'admettant pas de solution. Alors,

il existe z : E(G)→ R+ tel que :∑
e∈E

ceze <
∑
i∈I

riλz(si, ti) (9)

La réciproque est évidente : si nous avons un vecteur de longueur z :
E(G) → R+, toute solution est composée de (si, ti)-chemins chacun plus
long que la distance λz(si, ti), donc la somme des longueurs est bornée par
le membre droit de (9). Le membre gauche donne une borne supérieure pour
tout ensemble de chemins du graphe respectant les capacités.

Revenons au Lemme 0.3.2 : {x : Ax ≤ b ∧ cx ≥ k} est vide ssi il existe
un vecteur positif y tel que yA = c et yb < k. Cette formulation nous donne
envie d'essayer de trouver un vecteur y minimisant yb, car cela nous donnerait
la meilleure borne supérieure sur notre maximum que permet d'obtenir cette
méthode. Nous dé�nissons donc le programme dual de max{cx : Ax ≤ b}
par :

min{yb : y ∈ R+ ∧ yA = c} (10)

En fait, cela mène à un résultat très fort, le théorème de dualité de la pro-
grammation linéaire :

Théorème 0.3.4 (von Neumann [62], Gale, Kuhn et Tucker [18]). Pour tout
A, c et b :

max{cx : Ax ≤ b} = min{yb : y ∈ R+ ∧ yA = c} (11)

pourvu qu'au moins l'un des deux optimums soit �ni.

De plus, soient x tel que Ax ≤ b et y ≥ 0 tel que yA = c, alors x et y sont
des optimaux ssi y(Ax− b) = 0, c'est le principe des écarts complémentaires.
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Reprenons nos deux formulations et donnons leurs formulations duales.
Pour la formulations avec variables sur les chemins, nous obtenons :

min y · c s.t. (12)∑
e∈P

ye ≥ 1 (∀P ∈ Pst)

ye ≥ 0 (∀e ∈ E(G))

C'est délicat de donner une interprétation d'une solution fractionnaire de ce
programme, mais remarquons que pour tout point entier du polyèdre dé�ni
par les contraintes de ce programme, {e ∈ E(G) : ye ≥ 1} intersecte tous
les (s, t)-chemins, donc contient les arcs sortants d'une (s, t)-coupe. Donc, les
points entiers minimaux correspondent à des (s, t)-coupes. Si nous arrivons
à montrer que les optimaux de nos deux programmes (primal et dual) sont
entiers, nous obtiendrons par le théorème de dualité une version pondérée
du théorème de Menger.
La formulation avec variables sur les arcs donne :

min y · c s.t. (13)

ye ≥ 0 (∀e ∈ E(G) \ {h})
yuv = zu − zv (∀e = uv ∈ E(G) \ {h})
xs = 1 ∧ xt = 0

Bien sûr, ici aussi l'interprétation des points entiers ramène à des (s, t)-
coupes.

Une direction possible pour chercher une solution a un problème de pro-
grammation linéaire est de tenter de trouver un vecteur d'amélioration :
étant donné une solution réalisable x (mais pas nécessairement optimale),
exprimer un autre programme linéaire décrivant l'existence d'un vecteur ~u,
tel qu'il existe un ε > 0, avec x + ε~u réalisable, et cu positif. Cette tech-
nique est connue sous le nom de méthode primale-duale, et il est intéressant
de noter qu'elle a historiquement été introduite comme une généralisation
d'un algorithme de résolution du problème de transbordement, qui est un cas
particulier du problème de �ot. Elle s'applique d'ailleurs aux �ots, donnant
l'algorithme de Ford-Fulkerson.

0.4 Unimodularité et max-�ot-min-coupe

Nous avons remarqué que si les solutions optimales d'un programme liné-
aire et de son dual sont des vecteurs entiers, nous avons une bonne caractéri-
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sation des objets combinatoires correspondants par le théorème de dualité.
De ce fait, nous aimerions avoir des conditions su�santes utiles permettant
de décider si un polyèdre est entier, c'est-à-dire par dé�nition si toutes ses
faces contiennent un point entier. Une première condition su�sante peut être
dérivée de la formule de Cramer, et nous permet de montrer facilement que
le polytope des �ots est entier.
Une matrice entière A ∈ Nm×n est dite unimodulaire si son déterminant est
±1, et totalement unimodulaire si toute sous-matrice carrée de A a détermi-
nant −1, 0 ou 1.

Théorème 0.4.1. Soit P = {x : Ax ≤ b} un polyèdre, avec A totalement

unimodulaire et b entier. Alors P est entier.

Preuve. Nous esquissons une preuve pour le cas où le polyèdre est de plein
rang. Les sommets d'un polyèdre de dimension n sont dé�nis par l'intersec-
tion de n hyperplans indépendants supports du polyèdre, c'est-à-dire il existe
une sous-matrice A′ de A, de rang n, composée de n lignes de A telle que
A′x = b et detA′ 6= 0. Donc x = A′−1b, or par la formule de Cramer, les
coe�cients de A′−1 sont entiers puisque detA′ ∈ {−1, 1}, donc x est entier.

Soit M la matrice d'incidence sommets-arcs de G, i.e. dé�nie par :

mw,uv =


1 si v = w,
−1 si u = w,
0 sinon.

Soit P = {x : Mx = 0, x ≥ 0, x ≤ c} le polytope des circulations de G,
où c est le vecteur de capacité. Nous reconnaissons dans Mx = 0 les lois
de Kirchho� : en e�et, la contrainte associée au sommet v est (χδ−(v) +
χδ+(v))x = 0. M est totalement unimodulaire : une sous-matrice correspond
à un sous-graphe de G, il su�t donc de montrer que M a déterminant dans
{−1, 0, 1}. Or, si G possède un cycle (pas forcément orienté), le déterminant
est nul puisque les colonnes correspondantes ont une somme nulle avec les
coee�cients suivants : 1 si l'arc apparait dans le sens du cycle, −1 sinon. Et
si G est acyclique, il su�t de développer le déterminant selon les sommets
de degré 1. Nous avons même que : M

I
−I

 est totalement unimodulaire.
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Donc si c est entier, toute face contient un point entier, ce qui nous con�rme
l'intégralité du �ot maximum, et de son programme dual. Nous en déduisons
le théorème suivant de bonne caractérisation :

Théorème 0.4.2 (Max-Flot-Min-Cut). La valeur d'un (s, t)-�ot maximum

de G est égale au minimum de la somme de capacités d'une (s, t)-coupe
sortante.

En fait, puisque les sommets sont caractérisés par les contraintes serrées
(atteintes avec égalité) du programme linéaire, il su�t de montrer qu'un en-
semble générateur de ces contraintes serrées est unimodulaire pour prouver
l'intégralité du sommet. Ceci nous donne envie de généraliser la notion d'uni-
modularité totale. Un système Ax ≤ b est fortement localement unimodulaire

(LSU) en un sommet x0 si la sous-matrice de A dé�nie par les contraintes
serrées en x0 admet une sous-matrice n× n de déterminant ±1. Nous avons
donc que pour une fonction de poids entière, si l'optimum est atteint en un
sommet et que le système Ax ≤ b est LSU en ce sommet, ce sommet est
entier, par les précédents arguments.

Nous disons qu'un système Ax ≤ b est total-dual entier (TDI) si A et b
sont rationnels, et que pour tout vecteur d'entiers c, le programme :

min{yb : y ≥ 0, yA = c}

est atteint par une solution y entière, si le minimum est �ni. L'intérêt réside
dans le théorème suivant :

Théorème 0.4.3 (Edmonds et Giles [10]). Si Ax ≤ b est TDI et b entier,
alors {x : Ax ≤ b} est entier.

Soit Ax ≤ b un système d'inéquation, supposons que pour tout c ∈
Zm tel que le programme dual min{yb : yA = c, y ≥ 0} possède une
solution, il possède une solution telle qu'une sous-matrice n× n de la sous-
matrice des lignes de A correspondant aux coe�cients non-nuls de y soit
totalement unimodulaire. Alors ce système Ax ≤ b est TDI. Ceci fournit
un schéma de preuve courant pour montrer l'intégralité d'un polyèdre : il
su�t de montrer que pour toute forme linéaire objectif, il existe une solution
du dual sous une forme bien choisie, telle que nous pouvons trouver une
sous-matrice totalement unimodulaire. Ainsi, nous dé�nissons les systèmes
fortement localement totalement unimodulaire (LSTU) en un sommet si la
sous-matrice des contraintes serrées est totalement unimodulaire. En résumé :



18

Théorème 0.4.4 ([10], [20],[25] entre autres, voir [53]). Soit S := Ax ≤ b
un système d'inéquations linéaires, et soient les propriétés suivantes :

(i) A est totalement unimodulaire,

(ii) S est LSTU en chaque sommet,

(iii) S est TDI,

(iv) S est LSU en chaque sommet,

(v) P = {x : Ax ≤ b} est entier.
Alors, pour un système de plein rang, (i) =⇒ (ii), (ii) =⇒ (iii), (iii) =⇒
(iv) et (iv) =⇒ (v).

Notons qu'aucune des réciproques éventuelles n'est valide. Lorsque le sys-
tème n'est pas de plein rang, des implications analogues existent.

Il existe de nombreuses applications de ces résultats polyédraux en théorie
des �ots. Nous mentionnons plus loin le théorème de Lucchesi et Younger [36]
qui se prouve en montrant qu'un polyèdre bien choisi est LSTU :

Théorème 0.4.5 (Lucchesi et Younger). La cardinalité d'un transversal

minimum des coupes orientées d'un graphe est égal au nombre maximum de

coupes orientées disjointes.

min{|E| : ∀U ⊂ V (G), δ−(U) = ∅ ⇒ δ+(U) ∩ E 6= ∅}
= max{|C| : C ensemble de coupes orientées disjointes} (14)

Preuve. Nous commençons par écrire un programme linéaire dont les solu-
tions entières correspondent à des couvertures de coupes :

min c · x s.t. (15)

xa ≥ 0∑
a∈δ+(U)

xa ≥ 1 (∀U ⊂ V, δ−(U) = ∅)

Les vecteurs entiers du système de ce programme sont des vecteurs carac-
téristiques d'ensembles d'arcs dès lors que le minimum est �ni (puisque dans
ce cas les coe�cients des vecteurs sont clairement tous au plus 1), le second
type de contraintes exprime la non-orthogonalité de ces vecteurs avec les
vecteurs caractéristiques des coupes orientées, il s'agit donc bien de couver-
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tures de coupes orientées. Écrivons le programme dual :

max 1 · y s.t. (16)

yU ≥ 0 (∀U ⊂ V, δ+(U) = ∅)∑
U,e∈δ+(U),δ−(U)=∅

yU ≤ ce (∀e ∈ E)

Ici, les vecteurs entiers correspondent à des vecteurs caractéristiques de
multi-ensembles de coupes orientées, avec pour contrainte que chaque arc
e peut être dans au plus ce de ces coupes. Donc, en prenant c = 1, il s'agit
de coupes disjointes, et donc un minimum entier correspond dans ce cas à
une couverture de coupes orientées minimum, et un maximum correspond à
un ensemble de coupes orientées disjointes. Il su�t donc de montrer que le
système sous-jacent au programme (15) est LSTU.
Soit donc c un vecteur de naturels, et y un optimum pour le programme (16).
Notons F l'ensemble des bords des coupes orientées U ⊆ V avec yU 6= 0
(cette famille dé�nit les contraintes serrées par y). Nous montrons que F
peut être choisie comme famille laminaire : deux ensembles U1 et U2 sont
croisés si U1∩U2, U1\U2 et U2\U1 sont non-vides. Une famille laminaire est
une famille d'ensembles deux-à-deux non-croisés. Pour montrer l'existence de
F , nous utilisons un argument de décroisement : soient U1 et U2 deux coupes
orientées croisées avec 0 < yU1 ≤ yU2 . Alors nous dé�nissons une solution y

′

elle aussi optimale, égale à y en tous ses coe�cients, sauf :
y′U1∪U2

= yU1∪U2 + yU1

y′U1
= 0

y′U2
= yU2 − yU1

y′U1∩U2
= yU1∩U2 + yU1

(17)

La somme des y n'est pas modi�ée, donc cette solution, si elle est valide,
est optimale. Il su�t maintenant de montrer que y′ est réalisable : pour
chaque arc e ∈ E, selon l'appartenance de e à δ+(U1), δ+(U2), δ+(U1 ∪ U2)
et δ+(U1 ∩ U2) (il y a 5 cas car δ(U1 \ U2, U2 \ U1) est vide) :∑

U,e∈δ+(U),δ−(U)=∅

y′U =
∑

U,e∈δ+(U),δ−(U)=∅

yU ≤ ce

Nous devons montrer que le processus de décroisement termine. Pour cela,
nous pourrions prouver que la somme

∑
U1,U2

yU1yU2 prise sur les ensembles
croisés décroit strictement à chaque étape. Nous avons donc une solution
optimale correspondant à une famille laminaire. Or, la matrice d'incidence
d'une famille laminaire est totalement unimodulaire (voir par exemple [30]).
Le système est LSTU, et donc TDI.
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Figure 1 � Un exemple pour lequel la condition de coupe n'est pas su�sante
pour l'existence d'une solution entière. Les arêtes de demande sont
en pointillé.

0.5 Mineurs de graphes et condition de coupe

La plupart des problèmes qui nous intéressent sont NP-complets, donc
intrinsèquement di�ciles à résoudre en toute généralité. Comme nous le ver-
rons pour les problèmes de multi�ots entiers, en restreignant les instances,
par exemple à des classes de graphes particulières, nous pouvons obtenir des
cas de polynomialité. En pratique, les problèmes industriels que nous pou-
vons être amenés à résoudre possèdent des structures propres, ce qui rend
légitime cette approche de chercher à caractériser les instances pour lesquelles
une bonne caractérisation est valide.

Pour rester dans le cas des �ots, nous sommes tentés de déterminer pour
quels graphes une caractérisation à la Menger est correcte. Plus précisé-
ment, plaçons-nous dans les graphes non-orientés. Nous dirons qu'une in-
stance (G,H, c, r) de multi�ot entier véri�e la condition de coupe si pour
toute coupe δ(U) de G + H,

∑
e∈E(G)∩δ(U) c(e) ≥

∑
e∈E(H)∩δ(U) r(e). La

condition de coupe est un candidat pour une bonne caractérisation puisque
si elle n'est pas véri�ée par une coupe δ(U), les demandes E(H) ∩ δ(U) ne
peuvent toutes être satisfaites simultanément. Malheureusement, cette con-
dition n'est pas su�sante pour l'existence d'un multi�ot entier, comme le
montre l'exemple de la Figure 1.

Quels sont les graphes pour lesquels la condition de coupe est su�sante ?
Bien sûr le choix d'étudier la condition de coupe est arbitraire, et nous
pourrions tenter de faire un travail équivalent à partir de n'importe quelle
condition nécessaire. Ces questions admettent généralement deux types de
réponses. Nous pouvons caractériser ces graphes, soit en donnant une méth-
ode de construction, en déterminant quelques graphes simples véri�ant la
propriété et des opérations permettant de les combiner en préservant la pro-
priété, soit en donnant des obstructions, c'est-à-dire une liste la plus simple
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possible de graphes qui apparaissent exactement dans les graphes ne véri�ant
pas la propriété. La notion d'apparition est relative à la propriété étudié, et
dé�nit une opération de mineur.

Pour la condition de coupe, nous dé�nissons la suppression d'un sommet

comme l'opération qui à un graphe G = (V,E) et un sommet x ∈ V , associe
le graphe (V \ {x}, {uv ∈ E : u 6= x 6= v}), et la suppression d'une arête

comme l'opération qui à un graphe G = (V,E) et une arête e ∈ E associe
le graphe (V,E \ {e}). La contraction d'une arête associe à G et e = uv le
graphe obtenu en supprimant l'arête e puis en identi�ant u et v.
Un graphe H est :

� sous-graphe d'un graphe G si H s'obtient depuis G par une succession
de suppressions de sommets ou d'arêtes,

� sous-graphe induit, ou induit d'un graphe G si H s'obtient depuis G
par une succession de suppressions de sommet,

� mineur (ou mineur d'arête) d'un graphe G si H s'obtient depuis G par
une succession de suppressions et de contractions d'arête.

Le paragraphe suivant est donné pour illustrer notre propos, mais les déf-
initions et résultats introduits ne seront pas utilisés par la suite. Un graphe

signé G = (V,E,Σ) est un graphe dont un ensemble Σ ⊆ E d'arêtes est
distingué. Les graphes signés sont un formalisme très utiles dans l'étude
des coupes des graphes, et permet aussi de coder des instances de multi-
�ots : les arêtes signées correspondent alors aux arêtes de demande. Les
graphes signés sont considérés comme quotientés par la relation d'équiva-
lence : (V,E, σ) ≡ (V,E,Σ′) si Σ∆Σ′ est une coupe de (V,E). Dans un
graphe signé, la suppression d'un sommet et la suppression d'une arête sont
dé�nies comme dans un graphe. La contraction d'une arête appliquée à l'arête
e = uv d'un graphe signé (V,E,Σ) est (V ′, E′,Σ′) avec V ′ et E′ obtenu par
suppression de e et identi�cation de u et v, et :

� si e ∈ Σ, Σ′ = Σ∆δ(u),
� si e /∈ Σ, Σ′ = Σ.

Un graphe signé H est mineur du graphe signé G si H s'obtient depuis G
par une succession de suppressions de sommet ou d'arête et de contractions
d'arête. Nous appelons impair-Kn le graphe signé (V (Kn), E(Kn), E(Kn)).
Le théorème suivant de Geelen et Guenin [19] caractérise les graphes pour
lesquels la condition de coupe est su�sante (la condition d'Euler est c(δ(v))
est pair pour tout v ∈ V ) :

Théorème 0.5.1 (Geelen, Guenin). Soit G = (V,E,Σ) un graphe signé
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sans mineur impair-K5. Alors pour toute fonction de capacité c : E → R+,

la condition de coupe implique l'existence d'un multi�ot rationnel. Si en plus

c est entier, il existe un multi�ot demi-entier, et si c véri�e la condition

d'Euler, il existe un multi�ot entier.

Ce théorème généralise un résultat de Seymour que nous mentionnerons
à nouveau par la suite.

Théorème 0.5.2 (Seymour). Un graphe (V,E) n'a pas de mineur K5 ssi

pour tout Σ ⊂ E et toute fonction c : E → R+, la condition de coupe

implique l'existence d'un multi�ot. Dans ce cas, si c est entier, la condition

de coupe implique l'existence d'un multi�ot demi-entier, et si en plus c véri�e
la condition d'Euler, l'existence d'un multi�ot entier.



Deuxième partie

Multi�ots entiers
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Introduction.

S'il est possible de faire remonter l'histoire des �ots au XIXe, Schrijver [57]
fait débuter celle des multi�ots seulement à l'entre-deux-guerres, à un article
de Kantorovich [27] de 1939. Le contexte était le routage de plusieurs trains
dans un même réseau ferré. Rapidement, de nombreuses applications sont
apparues, notamment dans la télécommunication (problèmes de routages) et
dans la microélectronique (problèmes de placement). Récemment encore, de
nouveaux problèmes se posent sur des multi�ots contraints, en particulier
liés au développement de l'Internet.
Les problèmes de multi�ots peuvent être résolus par des approches de pro-
grammation linéaire en général, tant que nous ne sommes intéressés que
par des solutions éventuellement fractionnaires. Malheureusement, dès l'es-
sor de la théorie de la complexité dans les années 1970, la restriction à la
recherche des solutions entières a été démontrée di�cile (par Knuth, Lynch,
Karp par exemple, nous y reviendrons). Pour contourner cela, une approche
est de s'intéresser à la topologie du graphe, ce qui au vu des applications
pratiques (nous pensons au dessin de circuits électroniques) semble assez
naturel : graphes planaires, grilles, graphes série-parallèles viennent prendre
leur place dans ce schéma.
La multiplicité des problèmes nous a amené à tenter une classi�cation d'une
sous-partie des problèmes de multi�ots entiers, sous forme d'un tableau
présenté dans le chapitre suivant. Celui-ci met en avant plusieurs problèmes
ouverts, auquels nous nous sommes attaqués, parfois avec succès, en par-
ticulier pour les �ots à deux commodités dans le plan qui font l'objet du
Chapitre 4. Nous espérons que notre tableau permettra de populariser les
problèmes encore ouverts.
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Chapitre 1

Tableau des problèmes

1.1 Présentation du tableau

Dans cette section, nous présentons un outil de travail, publié dans [46],
permettant de classi�er les di�érents problèmes de multi�ots entiers qui nous
ont intéressés. La multiplicité de paramètres du problème, pouvant être com-
binés entre eux, permet de le décliner en de nombreux cas, tant et si bien
que, parmi la centaine de possibilités, il est parfois di�cile de distinguer les
résultats les uns des autres, ainsi que de repérer les problèmes encore ouverts.

Nous avons donc choisi de construire un tableau, avec pas moins de 6 di-
mensions, pour répertorier le plus soigneusement possible tous les théorèmes
et leurs conséquences. L'ensemble tient sur une seule page, permettant d'i-
denti�er d'un coup d'÷il la complexité du problème de multi�ot avec les
paramètres désirés. Bien sûr, le choix de ces paramètres supplémentaires
peut paraître partiellement arbitraire. Nous avons choisi ceux qui nous sem-
blaient intéressants dans le cadre de notre étude. D'autre part, nous nous
sommes restreints à traiter du seul cas de l'existence de multi�ots entiers,
laissant à d'autres la possibilité de traiter de la même manière la question
de la maximisation de multi�ots, par exemple [2].

Au �nal, le tableau contient pas moins de 189 problèmes, dont 21 sont
encore ouverts. Une quinzaine de théorèmes permettent, par le jeu de réduc-
tions bien connues, de déterminer la complexité des 168 problèmes résolus.
Ces théorèmes seront rappelés par la suite. Depuis l'élaboration de la pre-
mière version de ce tableau, 14 cases ont pu être complétées, grâce aux
résultats de Schwärzler [58] et à ceux présentés dans ce document. En ayant
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permis de mettre en avant les problèmes encore ouverts, nous espérons que
prochainement la complexité de chacun des problèmes du tableau sera con-
nue.

orienté orienté acyclique non-orienté

arc-disjoint sommet- arc-disjoint sommet- arête-disjoint sommet-

G |E(H)| r gen eulérien disjoint gen eulérien disjoint gen eulérian disjoint

gen

arb
bin NPC NPC

NPC
NPC NPC

NPC
NPC NPC

NPC 4

un NPC NPC NPC NPC NPC NPC

�x

bin NPC NPC

NPC

NPC NPC

P 2

NPC NPC

P 12
un NPC NPC NPC NPC 19 NPC NPC

�x NPC ? ? ? 3 P P P P

2

bin NPC P 10

NPC 2

NPC P

P

NPC P 13

Pun NPC P NPC 1 P NPC 1 P

�x NPC P P P P P

2 NPC 2 P P P P P

plan

arb
bin NPC NPC

NPC
NPC NPC

NPC
NPC NPC

NPC 7

un NPC NPC NPC 19 NPC 21 NPC 5 NPC

�x

bin NPC ? ? ?

P 14

NPC ? ? ?

P

NPC ? ? ?

P 15
un NPC ? ? ? NPC 16 P 22 NPC 16 ? ? ?

�x ? ? ? ? ? ? P P P P

2

bin NPC P

P

NPC P

P

NPC P

Pun NPC 9 P NPC 11 P NPC 11 P

�x ? ? ? P P P P P

2 ? ? ? P P P P P

arb
bin NPC ? ? ?

NPC
P 6 P

NPC 20 NPC P 18

NPC 8

un NPC ? ? ? P P NPC 8 P

�x

bin NPC ? ? ?

P

P P

P

P 17 P

PG+H un NPC ? ? ? P P P P

plan �x ? ? ? ? ? ? P P P P

2

bin NPC P

P

P P

P

P P

Pun NPC 11 P P P P P

�x ? ? ? P P P P P

2 ? ? ? P P P P P

Table 1.1 � Complexité de problèmes de multi�ots entiers.
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1.2 Dé�nitions, notations, paramètres du tableau

Pour toute la durée de notre étude, les problèmes de multi�ots entiers
seront encodés à l'aide de deux graphes sur un même ensemble de sommets.
L'un est orienté si l'autre l'est. Le premier, que nous noterons usuellement G
et qui sera appelé graphe d'o�re, correspond au graphe dans lequel le routage
s'e�ectue. Le deuxième, le graphe de demande H, avec V (H) ⊆ V (G),
dé�nira les arcs ou arêtes de demande du multi�ot, autrement dit, chacun
de ses arcs dé�nit une paire origine-destination. Chacun de ces deux graphes
peut-être muni d'une fonction de poids sur ses arcs ou arêtes, c : E(G)→ N
(pour capacité) dé�nit la capacité de l'o�re, et r : E(H)→ N (pour requête)
dé�nit la demande, c'est-à-dire la quantité de �ot à router pour chaque paire
origine-destination. Lorsque r et c ne sont pas précisées, nous admettrons
qu'elles sont dé�nies comme valant 1 sur tout élément de leur domaine.
Nous parlons dans ce cas de problème de chemins arêtes-disjoints (ou arc-

disjoints).
Par convention, H ne possède pas de sommet isolé. Les sommets de H sont

1. Even, Itai et Shamir [11], 1976
2. Fortune, Hopcroft et Wyllie, [14], 1980. De plus, G est acyclique et |E(H)| borné

implique la polynomialité.
3. Polynomial pour 3 arêtes de demande (Ibaraki, Poljak [26], 1991)
4. Karp [28], 1975
5. Kramer et van Leeuwen, [31], 1984
6. Lucchesi-Younger, [36], 1978
7. Lynch[37], 1975
8. Middendorf et Pfei�er, [41], 1993, même en restreignant le degré maximum à 3
9. Müller, [42], 2005
10. Frank, [16], 1989, voir aussi la preuve de Nash-Williams du théorème de Hu [44],

1969
11. Naves, [45], 2008
12. Robertson, Seymour, [51], 1990
13. Rothschild-Whinston [52], 1966. La polynomialité et la su�sance de la condition

de coupe s'étendent au cas où H est l'union de deux étoiles, K4 ou C5 (Lomonosov [34],
1985)
14. Schrijver, [56], 1992
15. Schrijver [55], 1990, polynomial si les terminaux sont sur le bord d'un nombre borné

de faces.
16. Schwärzler, [58], 2007, voir le Théorème 3.0.11
17. Seb® [59], 1993
18. Seymour [61], 1981. Polynomial dans les graphes G+H sans mineur K5.
19. Vygen [63], 1995
20. Voir le Théorème 2.1.1
21. Indépendamment, Pfei�er [49], 1990, et Marx [40], 2004
22. Voir le Théorème 2.3.8
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alors les extrémités des arêtes (ou arcs) de demande, et sont appelés ter-

minaux.
Le problème de trouver un multi�ot entier consiste, étant donné G et H,
à trouver un multi-ensemble de cycles C du graphe G + H, répondant aux
conditions suivantes :

(i) pour tout C ∈ C, |C ∩ E(H)| = 1,

(ii) pour tout e ∈ E(G), au plus c(e) cycles de C contiennent e,
(iii) pour tout d ∈ E(H), exactement r(d) cycles de C contiennent d
Par la suite (et avec des conséquences sur la complexité du problème), les
multi-ensembles seront codés par des ensembles munis d'une fonction de
poids à valeur entière. Notons que retirer cette contrainte d'intégralité re-
vient à dé�nir le problème du multi�ot fractionnaire.

Cette dé�nition du problème ne prend pas en compte le cas des chemins
sommet-disjoints. Nous pourrions de la même manière donner des capacités
aux sommets, et imposer que chaque sommet appartienne à un nombre limité
de cycles. Dans la littérature, de nombreux résultats considérent que chaque
sommet a une telle capacité de 1 (donc c'est véritablement le problème de
chemins sommet-disjoints). Nous notons cependant une certaine dissymétrie
dans cette dé�nition. En e�et, la demande est déterminée par des arêtes, là

où l'o�re correspond aux sommets. Pour y remédier, il su�t de subdiviser
chaque arête de demande en deux, créant un nouveau sommet de degré 2,
qui portera la demande (cette transformation ne préserve pas la planarité de
G, si G est planaire mais pas G+H). Dans le tableau, nous avons seulement
donné le cas des chemins sommet-disjoints à titre indicatif. Déterminer les

complexités pour le problème plus général que nous venons d'esquisser pour-

rait constituer un nouveau sujet de recherche, car à notre connaissance, ce

formalisme n'a pas été considéré jusqu'à présent.

Pour rentrer plus précisément dans les paramètres du tableau, nous avons
gardé ceux qui nous paraissaient les plus naturels à imposer sur ces problèmes
de multi�ots entiers. Une première distinction porte sur la nature des graphes
G et H. Ils peuvent être orientés ou non, et lorsque G est orienté, il peut être
acyclique, ce qui dé�nit trois cas, représentant les trois grandes subdivisions
verticales. Pour chacun des cas, nous distinguons les problèmes sommet-
disjoints et arc-disjoints (ou arêtes disjoints), ainsi que le cas arc-disjoints
(ou arêtes-disjoints) dans le cas particulier où G+H avec leurs poids r et c
forment un graphe Eulérien. Par Eulérien, nous entendons qu'ils véri�ent la
condition d'Euler :
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� dans le cas orienté, pour chaque sommet la somme des capacités et
requêtes entrantes est égale à la somme des capacités et requêtes sor-
tantes (loi de Kirchho�), plus exactement, pour tout sommet v :∑

e∈δ−G(v)

c(e) +
∑

d∈δ−H(v)

r(d) =
∑

e∈δ+G(v)

c(e) +
∑

d∈δ+H(v)

r(d) (1.1)

� dans le cas non-orienté, la somme des capacités et requêtes de chaque
sommet est paire, pour tout sommet v :∑

e∈δG(v)

c(e) +
∑

d∈δH(v)

r(d) est pair (1.2)

Ces conditions sont particulièrement naturelles lorsque l'on considère qu'une
solution du problème de multi�ot entier n'est rien d'autre qu'un packing de
cycles, donc dé�nit un graphe Eulérien. Un coup d'÷il rapide au tableau
permet de con�rmer que cette condition simpli�e bien souvent le problème,
permettant l'existence d'algorithmes polynomiaux dans de nombreux cas.

Une autre distinction est faite dans le tableau selon la planarité de l'in-
stance. Nous nous intéressons au cas où l'o�re est constituée d'un graphe
planaire, correspondant en particulier aux applications pratiques notamment
dans le domaine de l'intégration à large échelle (VLSI), et celui encore plus
spécialisé où l'union G+H est elle-même planaire (évidemment, dans ce cas
G est planaire aussi). Cette dernière distinction permet d'ajouter au tableau
des résultats très important, comme les résultats sur les graphes signés de
Seymour [60], ou le théorème de Lucchesi-Younger [36], qui trouve ici une
belle application dans les graphes planaires. Lorsque seul G est planaire, les
outils topologiques permettent à Schrijver [55], [56] d'o�rir deux résultats
dans le cas sommet-disjoints, utilisant l'impossibilité d'avoir deux chemins
qui se croisent.

En�n, des arguments purement comptables viennent compléter le tableau.
Nous prenons alors en compte le nombre d'arcs (ou arêtes) de demande
|E(H)|, en distinguant les trois possibilités suivantes : nombre non borné
d'arcs, nombre borné d'arcs, et seulement 2 arcs. Il serait certainement pos-
sible de retenir plus de cas : la complexité est-elle la même pour 3 arcs et
pour un nombre �xe d'arcs ? Cette question n'a pas de réponse générale,
mais l'expérience montre qu'en général c'est bien le cas.
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Le dernier paramètre utilisé, probablement le plus technique, permet de
distinguer la forme des fonctions de poids, avec principalement deux con-
séquences. Premièrement, cela permet de distinguer le cas arc-disjoint (ou
arête-disjoint), du cas plus général des multi�ots entiers. La transformation
consistant à remplacer chaque arc par un nombre d'arcs parallèles égal au
poids de l'original permet d'obtenir un problème de chemins arc-disjoints
depuis tout problème de multi�ot entier. Malheureusement, les deux formu-
lations ne sont pas équivalentes, puisque la représentation en mémoire des
arcs parallèles, utilisée par le problème de chemins arc-disjoints, est expo-
nentiellement plus gourmande que celle par capacité (ceci correspond à la
notion usuelle de pseudo-polynomialité versus NP-complétude forte dans la
littérature). Ainsi, bin (pour binaire) désigne un encodage des poids par
des entiers, avec un code de longueur logarithmique en la valeur des poids,
alors que un (pour unaire) représente les problèmes codés par arcs parallèles
(donc en un code de longueur polynomiale en la valeur des poids). Si en
pratique il ne semble pas y avoir de di�érence, il est important de noter que
les problèmes ne sont pas exactement les mêmes dans les deux formalismes.
Deuxièmement, nous traitons aussi les cas avec une requête totale bornée
(�x ), c'est-à-dire

∑
d∈E(H) r(d) doit être inférieur à une constante donnée,

et le cas très particulier de rechercher seulement deux chemins disjoints.

D'autres paramètres auraient pu retenir notre attention. Dans le cas d'un
graphe G planaire, il eut été intéressant de traiter à part les cas où les
terminaux sont sur les bords d'un petit nombre de faces. On considère les
graphes pouvant se plonger dans le plan, qu'en est-il des graphes sur des sur-
faces plus complexes ? Malheureusement, le souci de clarté et de concision
impose le choix d'un nombre réduit de paramètres, et ceux retenus nous ont
semblé être les plus pertinents. Pour autant, des cas spéciaux peuvent aussi
bien être étudiés par ailleurs, et nous ne nous en priverons pas. Pour ces
problèmes, la comparaison avec ceux du tableau permet toujours de donner
une mesure, certes grossière, de l'intérêt d'un résultat.

1.3 Réductions folkloriques

A�n d'exploiter au maximum chaque théorème pour remplir le tableau,
nous utilisons plusieurs réductions bien connues, certaines étant classiques
au point de ne pas avoir de paternité à revendiquer.
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La plus simple est celle permettant de réduire les problèmes non-orientés
aux problèmes orientés. Pour cela, chaque arête est remplacée par le gadget
introduit dans la Figure 1.1. Bien que cette réduction préserve la planarité
de G et G + H, ainsi que le nombre de demande, le graphe obtenu n'est ni
Eulérien, ni acyclique.

<

Figure 1.1 � Réduction du cas non-orienté au cas orienté. Dans le gadget de
gauche, il y a au plus un chemin entre les deux sommets originaux,
de gauche à droite ou de droite à gauche.

Passer d'un problème de chemins arête-disjoints à un problème sommet-
disjoints se fait naturellement en prenant le graphe adjoint (line graph). Mal-
heureusement, la planarité de G n'est pas conservée, ni l'Euléricité, ce qui
limite la portée de cette réduction. Dans le cas orienté, prendre le graphe ad-
joint orienté (remplaçant les sommets et leurs arcs incidents par des graphes
complets bipartis) s'applique aussi.

Dans le cas des graphes non-orientés, le degré maximal deG peut toujours
être ramené à 4 (mais cela n'a pas de sens avec des capacités codées en
binaire). Pour cela, on utilise la réduction de la Figure 1.2. Cette réduction
conserve la planarité et l'Euléricité de G+H. Si G+H est planaire, le degré
maximum de G + H peut même être réduit à seulement 3 en suivant une
remarque de Middendorf et Pfei�er [41], sans conserver l'Euléricité. Pour
cela, il faut noter que si G+H est planaire, les chemins formant les solutions
peuvent être supposés non-croisés, et chaque sommet de degré 4 peut être
remplacé par un cycle de longueur 4, comme en Figure 1.3. Dans ce cas, le
problème de trouver des chemins arête-disjoints revient à trouver des chemins
sommet-disjoints.

Une autre réduction remarquée par Middendorf et Pfei�er dans le même
article permet d'ajouter aux problèmes de chemins sommet-disjoints avec
G+H planaire, la restriction que le degré maximum est 3, à la condition d'a-
jouter des arêtes de demande supplémentaires. La Figure 1.4 introduit cette
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<

Figure 1.2 � En ajoutant quelques sommets bien placés, selon le schéma ci-
dessus, on peut diminuer le degré de tout sommet à moins de 4.
Remarquons que tous les routages entre les arêtes inférieures sont
possibles dans le graphe de droite.

<

Figure 1.3 � Si G+H est planaire, dans le cas arête-disjoints, on peut remplacer
les sommets de degré 4 par des sommets de degré 3, car s'il existe
un solution, il existe une solution pour laquelle les chemins ne se
croisent pas.

transformation (qu'il convient d'appliquer plusieurs fois, mais tout cela reste
bien polynomial). L'intérêt principal est de ramener le problème sommet-
disjoints au problème arête-disjoint, puisque lorsque les degrés sont au plus
3 (sans capacité), les deux problèmes sont identiques (sommet-disjoints est
alors équivalent à arête-disjoints).

Pour clore cette partie sur les réductions, rappellons la correspondance
entre les chemins arc-disjoints dans un digraphe acyclique Eulérien, et les
chemins arête-disjoints dans un graphe non-orienté Eulérien, mise en évi-
dence par Vygen [63].

Lemme 1.3.1 (Vygen, 1995). Soit (G,H) une instance du problème de mul-

ti�ot entier orienté telle que G + H est Eulérien et G est acyclique. Soit

(G′, H ′) l'instance du problème de multi�ot entier non-orienté obtenue à par-

tir de (G,H) en négligeant l'orientation. Alors, il existe une correspondance

un-à-un entre les solutions de (G,H) et celles de (G′, H ′).
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Figure 1.4 � Si G+H est planaire, dans le cas sommet-disjoints, on peut réduire
les sommets de degré au moins 4, jusqu'à l'obtention de sommets de
degré 3, au prix de l'ajout de nouvelles demandes (ici en tirets). Il
est aisé de véri�er qu'un seul chemin avec des terminaux extérieurs
au gadget peut y passer.
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Chapitre 2

Routage dans les graphes

orientés acycliques

Nous présentons ici des résultats originaux sur les digraphes acycliques
planaires. L'acyclicité apporte plusieurs résultats de polynomialité et de
bonnes caractérisation. Le Théorème 0.4.5 de Lucchesi et Younger [36] trouve
dans les graphes planaires une application particulièrement intéressante.
Rappelons leur théorème :

Théorème 2.0.2 (Lucchesi et Younger, 1978). La cardinalité minimum d'un

transversal des coupes orientées d'un digraphe est égale au nombre maximum

de coupes orientées arc-disjointes.

La dualité des graphes planaires permet de traduire coupe orientée par
cycle orienté dans le graphe dual. Le théorème se réécrit alors dans le cas
planaire de la manière suivante :

Corollaire 2.0.3. La cardinalité minimum d'un transversal des cycles ori-

entés d'un digraphe planaire est égale au nombre maximum de cycles orientés

arcs-disjoints.

Si G + H est planaire et G acyclique, H est un bloqueur des cycles ori-
entés. S'il existe un packing de cycles de taille |H|, le problème est résolu
puisque chaque cycle intersectera H une et une seule fois. Sinon, il existe un
bloqueur B ⊂ E(G) de cardinalité strictement inférieure à H, constituant
une bonne caractérisation.

Un autre résultat de polynomialité intéressant sur les digraphes acy-
cliques est donné par Fortune, Hopcroft et Wyllie [14], sur le problème de
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chemins sommet-disjoints. Leur solution exploite un algorithme dynamique
basé sur le fait que le nombre de chemins est �xé.

2.1 Si G+H est planaire

Lorsque G + H est planaire, ces deux précédents résultats laissent en
suspens la question de la complexité du cas sommet-disjoints avec un nombre
arbitraire de chemins. Middendorf et Pfei�er [41] donnent une réponse dans le
cas où G+H n'est pas acyclique. Cependant, leur preuve se dérive facilement
vers le cas acyclique, ce que nous avons montré dans [46]. Nous reprenons
ici cette preuve, qui est une réduction depuis Planar 3-Sat, qui est 3-
Sat restreint aux instances dont le graphe d'appartenance des variables aux
clauses est planaire [33].

Théorème 2.1.1. Le problème des chemins sommet-disjoints est NP-complet

dans les digraphes acycliques, même sous la restriction G+H planaire.

Preuve. Nous réduisons Planar 3-Sat à notre problème. Soit ϕ une formule
dont le graphe biparti (C, V, F ) associé (les sommets sont les variables V et
les clauses C, les arêtes F correspondent à la présence d'une variable dans
une clause) est planaire. Sans perte de généralité, nous supposons que chaque
variable apparait au plus trois fois, dont exactement une fois négativement,
et qu'aucune clause ne contient deux fois la même variable.
Nous subdivisons chaque arête xc, avec c une clause et x une variable appa-
raissant dans cette clause, en deux en ajoutant un nouveau sommet, nommé
vcx. Prenons un ordre total quelconque sur les variables, et remplaçons
chaque sommet c de C par un gadget, construit de la manière suivante.
Soit z l'une des variables apparaissant dans la clause, x et y les deux autres
avec x < y pour l'ordre choisi. Nous enlèvons c, et ajoutons le gadget sur la
gauche de la Figure 2.1 liant les sommets vxc, vyc et vzc. Notons que cette
opération préserve la planarité. De plus, il existe un unique chemin entre
deux des précédents sommets, de vxc vers vyc (ceci nous permettra de mon-
trer l'acyclicité).
Nous remplaçons maintenant de manière similaire chaque sommet x de vari-
able : notons a et b les clauses dans lesquelles x apparaît positivement, c celle
où il apparaît négativement. x est alors remplacé par le gadget du côté droit
de la Figure 2.1. Si une variable n'apparaît que deux fois, le sommet vxb de
la Figure correspond à un nouveau sommet.
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vxc

vxb

vxa

vzc

vycvxc

Figure 2.1 � Le gadget pour les clauses est à gauche, celui pour les variables est
à droite. Les sommets en gras sont ceux provenant de la subdivision
des arêtes initiales. Les arcs en pointillés sont des arcs de demande.

Soient Gϕ, Hϕ les graphes d'o�re et de demande ainsi construits. Nous
prouvons qu'il existe un ensemble de chemins sommet-disjoints dans (Gϕ,
Hϕ) ssi ϕ est satis�able.
Soit une solution aux problèmes de chemins disjoints. On peut supposer que
la demande d'un gagdet de variable est satisfaite par un chemin de longueur 3
(passant pas vxa et vxb, correspondant à x faux) ou 2 (par vxc, correspondant
à x vrai), puisque les chemins peuvent être choisis minimaux par inclusion
en terme de sommets. Les deux demandes d'un gadget de clause ne peuvent
être simultanément satisfaites que si au moins un des trois sommets en gras
dans la Figure 2.1 n'est pas utilisé par un chemin dont la demande est ex-
térieure à ce gadget. Ceci s'interprète, étant donné notre choix d'assignation
des variables, comme avoir une variable dont l'assignation valide la clause
en question. Il reste à prouver que le graphe Gϕ est acyclique. Pour cela,
on remarque que chaque gadget est lui-même acyclique, donc s'il existe un
cycle, celui-ci passe par plusieurs gadgets, alternativement de clauses et de
variables. Comme il existe un seul chemin possible dans les gadgets de clauses
entre deux sommets partagés par le reste du graphe (les sommets gras), ce
cycle doit passer par des gadgets de variables strictement croissantes selon
l'ordre qui a été préalablement choisi, ce qui contredit le fait qu'il s'agit d'un
cycle.

Selon les paramètres choisis pour le tableau, ce résultat termine l'étude
du cas G + H planaire, G orienté acyclique. Le dernier théorème implique
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bien sûr la NP-complétude pour G planaire ou G quelconque.

2.2 Si G seulement est planaire

Lorsque G seulement est planaire, la di�culté du problème augmente
très vite. Vygen [63] a ainsi montré que le problème du multi�ot entier dans
les digraphes acycliques est NP-complet même avec G planaire. Pfei�er [49],
et indépendemment Marx [40], ont montré la NP-di�culté du même prob-
lème, avec l'hypothèse supplémentaire que G+H est en plus Eulérien. Même
sans cette hypothèse, ces résultats utilisent un nombre non limité d'arcs de
demande, et jusqu'à très récemment, la complexité du problème avec un
nombre �xe d'arcs de demande restait indéterminée. Bien sûr, si la demande
totale est bornée, les résultats de Robertson et Seymour [51] s'appliquent
pour obtenir la polynomialité, mais cela n'est pas su�sant lorsque les capac-
ités sont arbitraires. Une première réponse a été énoncée indirectement par
Schwärzler en 2008, en répondant à une question ouverte autour du problème
d'Okamura-Seymour. Sa preuve, après une modi�cation mineure, permettait
de démontrer la NP-di�culté du problème avec seulement 3 arcs de demande,
repoussant l'inconnu au cas où seuls deux arcs de demande subsistent. Voici
donc la solution pour deux arcs de demande, qui renforce aussi un résultat
de Müller lorsque G n'est pas acyclique.

Théorème 2.2.1. Le problème de multi�ot entier avec G planaire orienté

acyclique et H réduit à deux arcs de demande est fortement NP-complet.

Preuve. Nous réduisons depuis Satisfaisabilité. Soit C1, . . . Cn une for-
mule comprenant n clauses, sur l'ensembles des variables {X1, . . . , Xp}. Soit
G1 une grille avec n colonnes et 2p lignes, où chaque intersection est un
sous-graphe spécial, dé�ni par la règle suivante (se reporter à la Figure 2.2) :

� G1(2i− 1, j) est le graphe YES si Xi apparaît positivement dans Cj ,
� G1(2i, j) est le graphe YES si Xi apparaît négativement dans Cj ,
� G1(i, j) est le graphe NO dans tous les autres cas.
Les connections entre les sous-graphes sont créées en ajoutant des arcs

entre les sommets comme suit : du sommet a′ deG1(i, j) vers a deG1(i, j+1),
des sommets b′ et c′ de G1(i, j) vers b et c dans G1(i+ 1, j) respectivement,
pour toutes les valeurs cohérentes de i et j. Nous notons ligne(i) le sous-
graphe induit par les sommets de G1(i, j), j ∈ J1, nK, et col(j), le sous-graphe
induit par les sommets de G1(i, j), i ∈ J1, 2pK. La kième coupe verticale est
dé�nie par δ(

⋃
i∈J1,kK ligne(i)), et la k

ième coupe horizontale est dé�nie par
δ(
⋃
j∈J1,kK col(j)).
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Graphe YESGraphe NO

c′b′

a′

cb

a

c′b′

a′a

cb

Figure 2.2 � Deux gadgets pour la réduction. Le graphe de gauche ne permet pas
de chemins entre c et b′, celui de droite l'autorise mais seulement
s'il n'y a pas d'autres chemins, en particulier de a vers a′.

A�rmation 1. La formule booléenne est satis�able ssi il existe un ensemble
de chemins disjoints dans G1 tels que :

(i) Pour tout j ∈ J1, nK, il existe un chemin Pj dans P depuis c ∈ G1(1, j)
vers b′ ∈ G1(2p, j),

(ii) Pour tout i ∈ J1, pK, il existe un chemin Qi dans P soit depuis a ∈
G1(2i − 1, 1) vers a′ ∈ G1(2i − 1, n), soit depuis a ∈ G1(2i, 1) vers
a′ ∈ G1(2i, n).

Preuve. Supposons que P existe, pour tout i ∈ J1, pK, si Qi a pour extrémité
a ∈ G1(2i − 1, 1) et a′ ∈ G1(2i − 1, n), alors assignons la valeur faux à Xi,
sinon, assignons-lui vrai. Pour tout j ∈ J1, nK, la jième coupe horizontale est
une coupe orientée, ainsi tout chemin Qi, (i ∈ J1, pK) ne peut intersecter
qu'une seule ligne. Symétriquement tout chemin Pj , j ∈ J1, nK est contenu
dans une seule colonne. Soit un chemin Pj , j ∈ J1, nK, soit i l'indice de
la première ligne telle que Pj passe par b′ ∈ G1(i, j). Par construction du
graphe, il faut pour cela que Pj soit le seul chemin qui passe par G1(i, j), et
que G1(i, j) soit un graphe YES. Si i est pair, cela signi�e que X i

2
apparaît

négativement dans Cj et que cette variable a valeur faux, donc la clause Cj
est validée. Sinon X i+1

2
apparaît positivement dans Cj et cette variable a

valeur vrai, là encore Cj est validée. Puisque c'est vrai pour toute clause, la
formule est satisfaite par l'assignement choisi. La réciproque se montre de la
manière suivante : depuis une assignation satisfaisant la formule, on construit
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les chemins horizontaux de manière cohérente avec la preuve ci-dessus. Les
chemins verticaux passent par la droite de leur colonne jusqu'à arrivé à la
première ligne de variable satisfaisant la clause, puis restent du côté droit.

LL

VVTT

IF

b

a1a2

b2

b1

a

b

a

b1

b2

a2a1

b

a1

a2

a

b2b1

b2

b1

a2a1

b

a

Figure 2.3 � Quatre gadgets, de haut en bas et de droite à gauche : IF, LL,
TT, VV. Les trois premiers, les routeurs, possèdent la propriété
suivante : s'il y a deux chemins disjoints, l'un entre a et ai, l'autre
entre b et bj, alors i = j. Le dernier, VV, assure qu'il n'y a pas un
chemin entrant par a1 et un autre entrant par b2.

Il nous su�t maintenant de forcer des chemins à se comporter comme le
demande l'a�rmation précédente. La condition (i) est faible,mais la condi-
tion (ii) demande l'utilisation de gadgets, décrits en Figure 2.3. Ces gadgets
vont être ajoutés autour de G1, comme le montre la Figure 2.5. Le principe
de fonctionnement de ces ajouts est relativement simple : des chemins vont
transportés depuis la droite et la gauche de G1, l'information utile pour véri-
�er la condition (ii), jusqu'à un gagdet qui ne sera routable que si les infor-
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a′

c′

b′b

c

a

Figure 2.4 � Le gadget ON, qui est symétrique de NO, et possède donc les mêmes
propriétés.

mations en question sont compatibles. Les gadgets de la Figure 2.3 agissent
comme des routeurs, en recevant une information d'un côté, et en la retrans-
mettant de l'autre. L'information est codée par un chemin, qui passe soit du
côté droit de sa colonne, soit du côté gauche (haut et bas sur les lignes). Les
gadgets ON et NO permettent de conserver cette �information�.

A�rmation 2. Soit P1 un chemin entre a et l'un parmi ai, i ∈ {1, 2}, et soit
P2 un chemin entre b et l'un des bj , j ∈ {1, 2}, dans IF, LL ou TT. Si P1 et
P2 sont arc-disjoints, alors i = j.

A�rmation 3. Il n'y a pas deux chemins arc-disjoints dans VV, tel que l'un
va de b2 à b et l'autre de a1 à a.

Les A�rmations 2 et 3 sont triviales. Nous aurons aussi besoin du graphe
ON introduit par la Figure 2.4. Nous donnons maintenant la réduction com-
plète, dé�nissant un graphe de demande G. G est construit à partir de G1,
sous la forme décrite en Figure 2.5. G correspond à une grille de sous-graphes,
avec 2p+ n colonnes et 2p lignes. La sous-grille correspondant aux colonnes
p + 1 à p + n et aux lignes 1 à p est de fait G1, sachant que deux lignes
dans G1 correspondent à une seule ligne de G. Les intersections G(i, i),
G(p + 1 − i, n + p + i), G(2p + 1 − i, i) et G(p + i, n + p + i), pour tout
i ∈ J1, pK, sont les graphes IF, TT, LL et VV respectivement. Tous les autres
sous-graphes non-dé�nis sont des NO ou bien des ON, selon la �gure. Tout
comme pendant la construction de G1, nous ajoutons des arcs entre les som-
mets de degré 1 dans les gadgets adjacents. Les lignes, colonnes et coupes
verticales ou horizontales sont dé�nies de la même manière que pour G1.
En�n, on ajoute quatre terminaux, un de chaque côté de la grille (se référer
à la �gure). La demande consiste en deux arcs, de s1 à s2 avec requête 2p,
de t1 à t2 avec requête 2p+ n.
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t2

s2s1

t1

NO

NONO

VV
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LL
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TT

TT

TT

G1 NO

NONONONO
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ONON

ON
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IF

IF

IF

Figure 2.5 � Schéma pour la réduction complète. Les coupes horizontales et ver-
ticales sont clairement acycliques. Ici, la formule contient 3 clauses
sur 3 variables. Avec p variables et n clauses, il y aurait 2p + n
colonnes et 2p lignes, et la demande serait 2p+ n de t1 vers t2, et
2p de s1 vers s2.
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A�rmation 4. G est acyclique.

Il su�t d'observer que tous les arcs entre les gadgets sont orientés vers
la droite ou vers le bas, et chaque gadget est acyclique.

A�rmation 5. Dans toute solution, pour chaque colonne de G, il existe
exactement un chemin parcourant cette colonne de haut en bas, et qui ne
traverse que des sommets de cette colonne. De même pour chaque ligne de
G.

Preuve. En e�et, les coupes horizontales et verticales sont orientés, et les
coupes {s1}, {s2}, {t1}, {t2} sont serrées.

L'a�rmation suivante est le point principal de la preuve, il s'agit de
montrer qu'e�ectivement les chemins horizontaux véri�ent la condition (ii).

A�rmation 6. Si un chemin horizontal quitte G1 par l'arc inférieur de sa
ligne (dans la n + pième coupe verticale), alors, il rentre dans G1 par l'arc
inférieur (dans la pième coupe verticale).

Preuve. Dans chaque sous-graphe ON ou NO, passent exactement un chemin
de b à b′ ou de c à c′ et un chemin de a à a′. Ainsi, un chemin vertical quitte
un sous-graphe IF par la droite ssi il entre dans le gadget LL de la même
colonne par la droite. De même, sur la ligne entre chaque LL et VV, ou entre
G1 et IF ou bien encore entre G1 et TT, le chemin horizontal reste au même
niveau, et entre TT et VV, le chemin vertical reste sur le même côté.
Du coup, si un chemin quitte G1 par l'arc inférieur de sa ligne (ligne i ∈
J1, pK), alors,il entre dans le sous-graphe G(i, 2p+ n+ 1− i) par le sommet
b2, et le chemin vertical de la colonne 2p + n + 1 − i quitte donc ce gadget
par le sommet a2, par l'A�rmation 2. Donc ce même chemin rentre dans
G(2p+i, 2p+n+1−i) par le sommet a1. Ainsi, par l'A�rmation 3, le chemin
horizontal de la ligne 2p+ 1− i utilise les arcs du bas de sa ligne entre LL et
VV. Par l'A�rmation 2, le chemin vertical de la colonne i utilisent les arcs
de gauche entre IF et LL, et donc le chemin horizontal de la ligne i utilise
les arcs inférieurs entre IF et G1.

A�rmation 7. Il existe une solution au problème de chemins arc-disjoints
dans (G,H) ssi la formule est satis�able.

Preuve. L'A�rmation 6 prouve que les chemins dans G1 satisfont aux con-
ditions de l'A�rmation 1 : s'il existe une solution au problème des chemins,
la formule est satis�able. Réciproquement, si la formule est satis�able, la
solution pour G1 s'étend naturellement à G.

Cette construction de Karp est bien polynomiale, le problème des chemins
arc-disjoints étant dans NP, le théorème est prouvé.
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Nous pouvons terminer la réduction de façon légèrement di�érente, en
identi�ant les sommets t1 et s2 d'une part, et les sommets s1 et t2 d'autre
part. Cela ne modi�e pas le reste de la preuve, mais l'énoncé change :

Théorème 2.2.2. Le problème de multi�ot entier avec G digraphe, G+H
planaire et H restreint à deux arcs d'orientation opposée {st, ts}, est NP-
complet.

Une meilleure possibilité serait de ne faire passer qu'un chemin pour la
demande t1t2. Pour cela, il su�t de remplacer les arcs incidents à t1 et t2
par un arc entre le bas d'une colonne et le haut de la colonne à sa gauche.
Nous cherchons alors autant de chemins entre s1 et s2, plus un chemin entre
le haut de la colonne de droite et la bas de la colonne de gauche, que nous
pouvons identi�er à s2 et s1 respectivement. Comme chacun des nouveaux
arcs appartient à une coupe serrée, nous avons alors :

Théorème 2.2.3. Le problème de multi�ot entier avec G digraphe, G+H
planaire, E(H) = {st, ts} et r(st) = 1 est NP-complet.

Malheureusement, ces réductions n'utilisent pas de graphes Eulériens.
Ainsi, sur les digraphes planaires acycliques, il reste à déterminer la com-
plexité du problème de multi�ot entier avec capacité dans le cas Eulérien
lorsque le nombre d'arcs de demande est �xe. La prochaine section donne
une réponse partielle à cette question.

2.3 Si G est planaire avec loi de conservation

Nous étudions maintenant le cas G planaire acyclique, G + H Eulérien,
dans le cas d'un nombre d'arcs de demande �xe. Nous allons décrire un algo-
rithme pseudopolynomial pour ce problème (section 1.2). Nous supposerons
pour des raisons techniques que les terminaux des chemins sont tous distincts,
et tous des puits ou des sources. Ceci sans perte de généralité, puisque nous
pouvons toujours augmenter G avec des arcs vers ou depuis des sommets de
degré 1, et ainsi déporter les terminaux vers de nouveaux sommets.

Nous introduisons quelques outils pour traiter de la topologie des chemins
dans le plan. Soient e1, . . . , en une famille d'objets indicés par un intervalle
J1, nK, ei et ej sont dits consécutifs si j = i + 1, ou bien si i = n et j = 1.
Pour trois éléments distincts a, b et c de cette famille, b est entre a et c s'il
existe une suite d'éléments consécutifs distincts a = u1, u2, . . . uk = c tel que
b est l'un de ces éléments. Notons que si b est entre a et c, il n'est pas entre
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c et a, et c est entre b et a. Ceci dé�nit ce que l'on appelle usuellement un
ordre cyclique. Un intervalle d'un ordre cyclique est un ensemble d'éléments
entre deux éléments (non nécessairement distincts), ou bien l'ensemble de
tous les éléments. Dans le premier cas, les deux éléments distingués sont les
extrémités de l'intervalle. Il existe deux intervalles distincts ayant les mêmes
extrémités lorsque celles-ci sont distinctes. Le complémentaire d'un intervalle
est un intervalle.
L'ordre d'apparition des arcs autour d'un sommet v d'un graphe planaire
induit un ordre cyclique ; y est entre x et z si x, y, z apparaissent dans cet
ordre dans le sens positif (trigonométrique ou sens inverse des aiguilles d'une
montre) autour du sommet v. Deux arcs sont alors consécutifs s'ils apparti-
ennent à une même face. Nous pouvons aussi considérer l'ordre cyclique des
arcs entrants ou des arcs sortants. Les chemins de mêmes extrémités seront
considérés avec l'ordre cyclique de leur premier arc autour de la source de
ces chemins, les indices adoptés par la suite respecteront l'ordre cycliques :
Pi et Pi+1 sont consécutifs, et si n est le plus grand indice, Pn et P1 sont
consécutifs.

Pour des raisons de commodité, et puisque nous allons montrer l'existence
d'un algorithme pseudopolynomial, nous supposons que les arcs ont tous
capacité 1, mais les arcs multiples sont permis. En particulier, les chemins
sont arcs-disjoints, et nous considérons seulement les chemins simples. Soit
P un chemin passant par le sommet v, nous notons P−v l'arc de P entrant
dans v, et P+

v l'arc de P sortant de v, s'ils existent.
Soit P et Q deux chemins passant par un sommet v. Nous disons que :

� P et Q se croisent en v si les arcs de δ(v) ∩ P n'appartiennent pas au
même intervalle d'extrémités δ(v) ∩Q.

� P passe à droite de Q en v si P et Q ne se croisent pas, et P−v apparaît
avant P+

v dans le sens positif autour de v partant d'un arc de Q.
� P passe à gauche de Q en v sinon.

Remarquons que P passe à gauche (respectivement à droite) de Q ssi P
passe à gauche (à droite) de Q−1 ssi P−1 passe à droite (à gauche) de Q, et
que P et Q se croisent ssi Q et P se croisent. La connaissance pour P,Q, v
consistant à savoir si P croise, passe à droite ou passe à gauche de Q en v
est appelé comportement relatif de P et Q en v. Une des principales idées de
l'algorithme que nous présentons, est que le comportement relatif de chaque
paire de chemins en chaque sommet su�t pour déterminer les chemins.
Nous rappelons qu'un ordre cohérent (ou topologique) sur un graphe orienté
est un ordre total sur les sommets de ce graphe, tel que si u est plus petit
que v, il n'existe pas de chemins de v vers u. Un graphe admet un ordre
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cohérent si et seulement si il est acyclique. Nous appelons premier sommet

commun de P et Q le plus petit sommet de V (P ) ∩ V (Q) (il ne dépend pas
de l'ordre choisi). Par la suite, nous considérons qu'un ordre cohérent nous
est donné (en trouver un est un problème facile).

Lemme 2.3.1. Soit G un graphe planaire acyclique et P un ensemble de

chemins arc-disjoints de G. Alors, il existe un ensemble P ′ de chemins arc-

disjoints de même extrémités que P tel que :

� pour toute paire de chemins ayant une extrémité commune, ces deux

chemins ne se croisent pas,

� pour toute paire de chemins se croisant, les deux chemins se croisent

une seule fois sur leur premier sommet commun.

Preuve. Soient P un (s, t)-chemin et Q un (s′, t′)-chemin distinct de P,
u < v ∈ V (P ) ∩ V (Q), tels que P et Q se croisent en v, ou bien se croisent
seulement en u et v est leur destination commune. Considérons la transfor-
mation qui remplace P et P par P ′ = Psu∪Quv∪Pvt et Q′ = Qs′u∪Puv∪Qvt′ .
Nous cherchons donc à montrer l'existence d'un ensemble de chemins n'ad-
mettant pas de telle transformation. Considérons une solution minimisant
le vecteur de croisements, en ordre lexicographique, c'est-à-dire le vecteur
(c1, . . . , cn), avec ci le nombre de paires de chemins se croisant dans le iième

plus grand sommet de G
Pour une transformation donnée, le nombre de croisements ne change pas
dans les sommets autres que u et v, puisque les chemins n'y sont pas modi�és
localement, et si u ou v est une extrémité de P et Q non plus.
Après transformation, le nombre de croisements entre P et Q en u et v
diminue. De plus le nombre de croisements de tout autre chemin en u et v
ne peut augmenter, puisque s'il croisait l'un de P et Q, il croise aussi l'un
de P ′ et Q′, et s'il ne croise ni P ni Q, il ne croise pas non plus P ′ et Q′. Les
transformations diminuent donc le vecteur de croisements.

Sans perte de généralité, nous considérons G plongé sur une sphère. Soit
deux chemins P et Q de mêmes extrémités dans une solution décroisée.
Puisque les chemins sont arc-disjoints, PQ−1 dé�nit une courbe de la sphère,
simple à une déformation continue arbitrairement petite près, séparant la
sphère en deux parties connexes par le théorème de Jordan. Nous appelons
intérieur de PQ−1 la partie connexe telle que PQ−1 parcourt son bord dans
le sens positif, et extérieur l'autre partie connexe.
Si P et Q sont en plus consécutifs, aucun chemin de mêmes extrémités que P
et Q ne passe par l'intérieur de PQ−1, puisque tous ces autres chemins sont
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GD

DD

GG

DG C

Figure 2.6 � Les cinq possibilités de comportement de deux chemins arcs-
disjoints en un sommet. G et D désigne si le chemin passe à gauche
ou à droite du second chemin.

à l'extérieur de PQ−1 à leur origine, et ne peuvent pas passer de l'extérieur
à l'intérieur de PQ−1 sans croiser P ou Q.
Soit P1, . . . , Pk les k = r(h) chemins d'une solution P décroisée pour l'arc de
demande h. Nous pouvons donc partitionner la sphère (moins ces chemins)
en k régions, les intérieurs de PiP

−1
i+1 pour i ∈ J1, k − 1K et l'intérieur de

PkP
−1, et que nous notons respectivement Khi , i ∈ J1, kK (ceci induit donc

un ordre cyclique isomorphe à celui des chemins considérés). Hormis les deux
extrémités de l'arc de demande, l'intersection du bord de deux régions est
vide si les deux régions ne sont pas consécutives, et est Pi+1 si les deux
régions sont Khi et Khi+1.

Lemme 2.3.2. Soient t1s1, t2s2 ∈ E(H) deux arcs de demande distincts

de capacité respective r1 et r2, et une solution décroisée dans le sens du

Lemme 2.3.1. Alors il existe un intervalle P de (s1, t1)-chemins et un inter-

valle Q′ de (s2, t2)-chemins tel que P croise Q ssi P ∈ P ′ et Q ∈ Q′, ou bien

P /∈ P ′ et Q /∈ Q′.

Preuve. Soient P1, . . . , Pr1 les chemins pour la demande h = t1s1. s2 ap-
partient à une région Khi , et t2 à Khj , avec i, j ∈ J1, r1K. Notons que par
hypothèse, les sommets s1, s2, t1 et t2 sont distincts. Puisque aucun (s2, t2)-
chemin ne peut passer par s1 (qui est une source) et t1 (qui est un puits),
tout (s2, t2)-chemins doit franchir les bords de régions consécutives de h, et
ne peut pas franchir deux fois le même bord par décroisement, puisque un
bord commun à deux régions est un (s1, t1)-chemin. Le graphe d'adjacence
des régions de h étant un cycle, tout (s2, t2)-chemin doit donc suivre un des
deux chemins entre la région contenant s2 et celle contenant c2, ce qui déter-
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mine P et Q, et Q est un intervalle. Par symétrie, P est aussi un intervalle.

Lemme 2.3.3. Soient P et Q deux chemins d'une solution décroisée, u < v
deux sommets distincts de V (P ) ∩ V (Q). Alors P passe à gauche de Q en v
ssi la destination t de P se trouve à l'intérieur de PuvQ

−1
uv .

Preuve. Notons que P et Q ne peuvent pas se croiser en v par décroisement.
Puisque P ne peut pas croiser C = PuvQ

−1
uv après v, P reste entièrement à

l'intérieur ou entièrement à l'extérieur de C après v, notamment au sommet
suivant v et à sa destination. Ceci détermine donc le comportement de P
par rapport à Q en v.

Ce lemme montre que le comportement relatif de deux chemins en un
sommet qui n'est pas le premier sommet de croisement, est déterminé par
les sous-chemins entre le précédent sommet de croisement et celui considéré.
En fait, en utilisant l'acyclicité, les sommets de C sont inaccessibles depuis
les sommets de {w : vw ∈ E(G)} à l'intérieur (ou l'extérieur) de C. Il
su�t donc de connaitre les sommets à partir desquels chaque destination
est accessible pour déterminer les comportements relatifs aux intersections
autres que premières.

Lemme 2.3.4. Soient C et D deux cycles d'intérieurs disjoints, et v ∈ V (C)
un sommet apparaissant exactement une fois dans D. Alors D passe à gauche

de C en v.

Preuve. Si D passe à droite de C en v, C passe par l'intérieur de D, contra-
diction.

Lemme 2.3.5. Soient P et Q deux chemins de mêmes extrémités, et P =
{P1, . . . , Pn} un ensemble de (s, t)-chemins, avec s, t à l'extérieur de C =
PQ−1 et C ⊂ Kstn , tels que ces chemins ne se croisent pas. L'ensemble des

chemins de P qui passent à droite (respectivement à gauche) de C en leurs

premiers sommets communs est un intervalle.

Preuve. Soient i < j tel que Pj passe à gauche de C en sa première inter-
section v avec C. Soit u la première intersection de Pi et C (en admettant
qu'elle existe).
Si u = v, puisque C ⊂ Kstn , Pi passe à gauche de C en v.
Sinon, soit w le plus petit sommet commun de V (Pi) ∩ V (Pj) strictement
plus grand que u et v. Considérons le cycle D dé�ni par P ′iP

′−1
j , avec P ′i

et P ′j sous-chemins respectifs de Pi et Pj entre s et w. Puisque C ⊂ Kstn ,
l'intérieur de D ne contient pas C. De plus, D ne passe qu'une seule fois



2.3 Si G est planaire avec loi de conservation 51

par u, car sinon Pj passe par u et le cycle formée par Pi et P
−1
j entre s et

u contiendrait C dans son intérieur. Donc par le Lemme 2.3.4, Pi passe à
gauche de D en u.
En�n, tous les chemins Pk avec i < k < j doivent passer par u ou v, donc
intersecter C. Ainsi, l'ensemble des sommets passant à gauche de C en leur
première intersection est un intervalle. Symétriquement pour ceux passant à
droite.

Nous appelons schéma de routage la donnée pour toute paire de chemins
du comportement relatif de ces deux chemins en leur premier sommet. Notons
R = maxh∈E(H) r(h).

Lemme 2.3.6. Pour toute instance (G,H, r, c), le nombre de schéma de

routages possibles est au plus O(((R + 1)4)|E(H)|2), et ces routages peuvent

être énumérés polynomialement.

Preuve. Par le Lemme 2.3.2 et le Lemme 2.3.5, pour chaque couple d'arcs
(h1, h2) ∈ E(H)2, il su�t de déterminer quatre intervalles disjoints parmi
les chemins pour h1 pour déterminer le comportement de n'importe quel h1-
chemin lors de sa première intersection avec un h2-chemin. Il y a trivialement
moins de R4 telles possibilités, ce qui donne en comptant chaque couple
O((R4)|E(H)|2).

Notre algorithme consiste à tester tous les schémas de routage possibles.
Pour chacun, nous routons consécutivement en chaque sommet, pris dans
un ordre cohérent, les chemins passant par le sommet considéré. Nous con-
naissons alors le comportement relatif des chemins s'intersectant au sommet,
soit parce qu'il s'agit d'une première intersection, soit par le Lemme 2.3.3
(le comportement pouvant alors être calculé en temps linéaire). Il nous faut
montrer que cela su�t pour déterminer un unique routage par ce sommet, ou
l'inexistence d'un routage sous ces contraintes. Pour cela nous aurons besoin
de l'hypothèse d'Euléricité.

Lemme 2.3.7. Soit v un sommet de G avec n arcs entrants et n arcs sor-

tants, et n chemins passant par ce sommet. Alors, l'arc sortant utilisé par

chaque chemin est uniquement déterminé par les arcs entrants utilisés par

chaque chemin et le comportement relatif en v des chemins entre eux.

Preuve. Soit P1 un des chemins entrants dans v. Notons P2, . . . , Pn les autres
chemins entrants dans v, pris dans l'ordre de leurs arcs entrants dans v,
notons ai l'arc entrant du chemin i. Nous posons an+1 = a1. Considérons
le comportement relatif de P1 par rapport à P2, . . . , Pn. Soit i le plus grand
indice tel que P1 passe à gauche de Pi (i = 1 s'il n'en existe pas), et soit j
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le plus petit indice tel que P1 passe à droite de Pj (j = n+ 1 s'il n'en existe
pas). P1 doit sortir de v par un arc entre ai et an (à gauche de Pi), et entre
a1 et aj (à droite de Pj), donc i < j, et P1 sort par un arc entre ai et aj .
Notons g le nombre de chemins desquels P1 passe à gauche. Pour tout arc
sortant a entre ui et uj , nous dé�nissons c(a) le nombre de chemins entrant
entre a et u1 qui croisent P1, p(a) le nombre d'arcs sortants entre u1 et a.
Alors si P1 sort par l'arc a, le nombre de chemins sortants par un arc entre
u1 et a est g + c(a) = p(a). Or, la quantité g + c(a) − p(a) est strictement
décroissante dans le sens positif (puisque c(a) diminue et p(a) augmente,
tous les arcs entrants entre ui et uj devant croiser P1), donc elle s'annule en
au plus un arc, l'arc par lequel sort P1, qui est donc uniquement déterminé
par le comportement de P1 vis-à-vis des autres chemins et des arcs entrants
de chaque chemin.
Si cette quantité ne s'annule pas, elle est toujours strictement positive ou
strictement négative. Dans le premier cas, pour le dernier arc sortant entre
ai et aj , pour cet arc, g + c(a)− p(a) est positif, contredisant l'existence de
chemins suivant le comportement donné. Le deuxième cas est similaire.

Théorème 2.3.8. Le problème de chemins arc-disjoints avec G orienté

planaire acyclique, G + H eulérien et |E(H)| = k est pseudopolynomial :

il existe un algorithme de complexité O(f(R)k
2
k3n), où f est une fonction

polynomiale, n = |V (G)| et R = maxh∈E(H) r(h).

Preuve. L'algorithme consiste à tester tous les schémas de routages pos-
sibles. Pour chacun, nous routons successivement les chemins en chaque
sommet pris par ordre topologique croissant. Ainsi, lorsqu'un sommet v est
traité, les chemins entrants dans ce sommet sont déjà connus. Puisque par
le Lemme 2.3.3 et par le choix d'un schéma de routage, le comportement re-
latif des chemins est connu, il su�t d'appliquer le Lemme 2.3.7. L'algorithme
induit par ce lemme est de complexité O(|δ−(v)|2) et donc O(R2k2). En
comptant les itérations sur chaque sommet, le nombre de routages possibles,
le temps de calcul de l'ordre cohérent et le prétraitement (O(nk) triviale-
ment, le graphe étant planaire |E| = O(n)) pour calculer l'accessibilité aux
destinations des demandes pour chaque sommet (voir la discussion suivant
le Lemme 2.3.3), l'algorithme a une complexité de O(((R + 1)4)k

2
R3k3n).

Notons que pour un schéma de routage donné, les échecs possibles sont l'im-
possibilité de router un sommet selon le routage demandé, ou les chemins
trouvés ne forment pas une solution (certains chemins n'ont pas d'arcs de
demande correspondants).

Nous ne savons pas s'il existe un algorithme polynomial pour ce problème.
Pour rester proche de notre algorithme, il faudrait montrer que le nombre



2.3 Si G est planaire avec loi de conservation 53

de schémas de routage est beaucoup plus petit, ou bien faire une exploration
intelligente des schémas pour n'en tester qu'un petit nombre (cela ne sem-
ble pas évident). Il faudrait aussi améliorer l'algorithme de routage en un
sommet, pour pouvoir manipuler non pas des chemins, mais des faisceaux de
chemins identiques, et montrer qu'il n'y en a pas trop (cette partie semble
plus réaliste).
Notons que dans certains cas particuliers, un seul schéma de routage est pos-
sible, permettant un algorithme polynomial, avec de bonnes hypothèses sur
G et H. C'est essentiellement ainsi qu'Ibaraki et Nagamochi [43] résolvèrent
le cas particulier où les destinations des demandes sont toutes sur le bord
de la face externe, et qu'il existe un ordre d'élimination des sommets qui
permette de retirer successivement des sources de la face extérieure. Dans ce
cas, il est facile de déterminer en chaque sommet s'il faut ou non croiser les
chemins, selon l'ordre d'apparition des destinations sur la face externe.
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Chapitre 3

Autour du théorème

d'Okamura-Seymour

Comme le montre le tableau, les problèmes de multi�ots entiers sont
bien compris lorsque G + H est planaire, notamment grâce aux travaux
sur les graphes et matroïdes signés. De même, dans un cadre très général,
les résultats de Lomonosov d'un côté, et de Robertson et Seymour d'un
autre, ont permis de bien distinguer les cas polynomiaux lorsque G peut être
quelconque. Notre tableau laissait pourtant entrevoir plusieurs lacunes dans
le cas où G est planaire. Et malgré des avancées réalisées durant ce travail,
il reste toujours des cases vides.
Plusieurs réponses partielles ont été apportées sur ces problèmes. Okamura
et Seymour [47] ont ainsi prouvé le théorème suivant :

Théorème 3.0.9 (Okamura, Seymour, 1981). Soit G un graphe planaire,

plongé dans le plan. Soit H un graphe de demande pour G, tel que tous

les terminaux sont situés sur le bord de la face extérieure de G. Soit r et c
des fonctions de capacité telles que (G,H, r, c) est Eulérien. Le problème de

multi�ot entier ainsi dé�ni admet une solution ssi la condition de coupe est

réalisée sur cette instance.

Une preuve algorithmique originale est donnée dans [46]. Ce théorème,
qui demande donc que toutes les demandes soient �sur une face� de G, a fait
l'objet de plusieurs renforcements. Schrijver [54] a montré qu'on pouvait en
fait demander de mettre les demandes sur 2 faces, puis dans le même sens
Seb® [59] l'a montré pour 3 faces. Frank [15] a pris une autre direction, en
montrant qu'on pouvait a�aiblir la condition d'Euléricité :
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Théorème 3.0.10. Soit G un graphe planaire plongé dans le plan. Soit H
un graphe de demande pour G, tel que tous les terminaux sont situés sur le

bord de la face extérieure de G. Soit r et c des fonctions de capacité telles

que pour tout noeud interne (pas sur le bord de la face extérieure) la loi de

Kirchho� soit véri�ée. Alors, il existe une solution au problème du multi�ot

entier (G,H, r, c) ssi :∑
X∈X

(c(δG(X))− r(δH(X))) ≥ q

2
(3.1)

pour toute collection X d'ensembles disjoints de sommets, avec q le nombre de

composantes connexes K de G−(
⋃
X∈X δ(X)) telles que c(δG(K))+r(δH(K))

est impair.

L'argument réside dans le fait qu'une solution au problème de multi�ot
entier laissera inutilisé un T -joint de G, avec T l'ensemble des sommets
impairs. Ce T -joint contient des chemins disjoints couplant les sommets de T ,
on peut donc ajouter un ensemble bien choisi de demandes tel que le problème
reste faisable. En fait, la condition exprime qu'on peut e�ectivement trouver
un ensemble de demandes supplémentaires, rendant le graphe Eulérien, sans
rompre la condition de coupe.

Dans [57], problème 56, Schrijver pose la question de déterminer la com-
plexité en retirant totalement la condition d'Euléricité. Schwärlzer [58] a
récemment résolu ce problème en 2007, en proposant une preuve de NP-
complétude étonnamment simple, que nous reprenons ici en esquissant la
preuve a�n de préparer le résultat suivant. Schwärzler ne montre pas la ver-
sion avec seulement 3 arêtes de demande, mais cette restriction s'obtient
naturellement à partir de sa réduction.

Théorème 3.0.11 (Schwärlzer, 2007). Le problème de multi�ot entier avec

graphe d'o�re planaire est NP-complet, même si tous les terminaux sont sur

le bord d'une même face, et même si le nombre d'arêtes de demande est limité

à 3.

Preuve. (esquisse) De nouveau, la réduction se fait depuis Satisfaisabil-
ité, d'une façon similaire à la preuve du Théorème 2.2.1. Soit ϕ une formule
à n clauses et p variables. Le graphe construit prend la forme d'une grille,
comprenant une ligne par variable et une colonne par clause. Selon l'ap-
partenance positive ou négative, ou bien l'absence, d'une variable dans une
clause, le sous-graphe dé�nissant l'intersection de la ligne et la colonne corre-
spondante est l'un des trois graphes présentés en Figure 3.1. Nous ajoutons
4 terminaux par colonne, correspondant aux quatres sommets de degré 1



57

X ∈ CX ∈ CX,X /∈ C

Figure 3.1 � De gauche à droite, le graphe correspondant à l'absence de la vari-
able dans la clause, celui lorsque la variable est présente positive-
ment, celui lorsqu'elle est présente négativement.

restant dans chaque colonne, et pour chaque ligne, 2 sommets supplémen-
taires, un de chaque côté, reliés aux deux sommets de chaque extrémité,
comme dans la Figure 3.2.

Dans chaque ligne (et donc pour chaque variable), va transiter un chemin,
soit par les arêtes du haut (variable mise à vrai), soit par les arêtes du bas
(variable mise à faux ). Dans chaque colonne (et donc pour chaque clause), ce
sont deux chemins qui vont passer, l'un du côté droit, l'autre du côté gauche.
Cependant, les terminaux de ces deux chemins sont inversés, pour obliger ces
chemins à changer de côté un nombre impair de fois, donc au moins une fois.
Bien entendu, l'idée de cette preuve est de faire en sorte que ce croisement
ne puisse se produire que dans la ligne correspondant à une variable validant
cette clause. Les demandes sont explicitées sur la Figure 3.2.
L'essentiel de la preuve tient dans les arguments suivants. Les coupes hor-
izontales sont serrées, donc chaque gadget voit e�ectivement �passer� deux
chemins verticaux. Chaque gadget, vu comme ensemble de 4 sommets, dé�nit
une coupe de cardinalité 8. 4 de ces arêtes sont utilisées par les chemins verti-
caux. Pour chaque ligne, nous pourrions montrer itérativement que 2 autres
sont utilisés par le chemin horizontal de la ligne correspondante, et les deux
dernières sont inutilisées. En�n, pour conclure la preuve, il su�t de remar-
quer qu'un chemin horizontal ne peut utiliser d'arête verticale, et que les
chemins verticaux de chaque colonne ne peuvent se croiser qu'au niveau des
arêtes doubles.

Cette réduction utilise un nombre non-limité de terminaux. Pour attein-
dre seulement trois terminaux, il nous faut utiliser une astuce supplémen-
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w′1w′2v′1v′2u′1u′2

t′

s′

r′

t

s

r

w2w1v2v1u2u1

Figure 3.2 � Un exemple de la réduction, depuis la formule (X ∨Y ∨¬Z)∧ (X ∨
¬Y ) ∧ (¬X ∨ Z). Le graphe dessiné est celui d'o�re, la demande
correspond aux arêtes entre un sommet nommé et sa version prime.
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T ′U ′

UT

S′S

Figure 3.3 � En ajoutant des terminaux, et des arêtes se croisant �en ligne
droite�, le nombre d'arêtes de demande est réduit à 3.

taire. Remarquons que cette réduction comprend fondamentalement trois
types de chemins, les chemins horizontaux, les chemins verticaux qui vont
du haut à droite vers le bas à gauche, et les chemins verticaux dans l'autre
sens. Nous ajoutons donc une paire de terminaux pour chacun de ces types de
chemins, liés aux anciens terminaux. Malheureusement, la planarité n'est pas
conservée par cette opération. Mais en choisissant convenablement comment
croiser les nouvelles arêtes, nous allons nous assurer de l'équivalence avec
la version non-planaire. Les arêtes sont disposées très simplement, comme
illustré sur la Figure 3.3.

La correction de cet ajout provient de l'argument suivant. Tous les chemins
de T à T ′ doivent croiser tous les chemins de U à U ′. Comme il y a n chemins
de chaque sorte, il faut n2 croisements de chemins. Comme il ne peut y en
avoir qu'un dans chacune des n colonnes, il en faut n(n − 1) par ailleurs.
C'est exactement le nombre de sommets de degré 4 qui ont été ajoutés. Le
routage dans chacun de ces sommets est donc évident. Pour �nir, remarquons
qu'avec ce routage, les chemins passent bien par les terminaux de la grille,
comme dans le début de la preuve.

Bien sûr, avec une seule demande, le problème consiste en un simple
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�ot, et même avec deux demandes mais une requête bornée, le problème est
polynomial par le résultat de Robertson et Seymour [51]. Il reste donc la
complexité pour deux arêtes de demande, sans borne sur la requête totale,
à déterminer. C'est l'objet de la prochaine partie.



Chapitre 4

Bi�ots entiers dans le plan

Dans son article de 2006, Müller [42] montre que le problème de trouver
deux �ots disjoints dans un graphe orienté planaire est NP-complet, et pose
la question pour la version non-orientée. Nous donnons ici la réponse à cette
question, en prouvant la NP-complétude du problème.

4.1 Présentation de la réduction

Nous reprenons le schéma de preuve utilisé auparavant, depuis 3-Sat,
en utilisant une grille constituée de sous-graphes. Avant d'écrire la preuve
détaillée, qui est très technique, tentons de donner les principales idées de
la réduction. Prenons une grille avec autant de colonnes que le nombre de
clauses, et deux fois plus de lignes que le nombre de variables. Supposons qu'il
nous soit donné deux sous-graphes de la forme suivante. Chacun a deux som-
mets de degré 1 à sa droite et à sa gauche, 4 en haut et en bas. Tout chemin
routé entre deux de ses sommets de degré 1, l'est entre un sommet de la
droite et un de la gauche, ou bien entre un du haut et un du bas (on respecte
donc le comportement e�ectif constaté dans la preuve du Théorème 3.0.11,
nous sommes bien en présence de chemins verticaux et horizontaux).
De plus nos deux sous-graphes possèdent les propriétés suivantes. Le pre-
mier, appelons-le XCH, est tel que si un ou deux chemins horizontaux et
deux chemins verticaux le traversent, les deux chemins verticaux vont �en
diagonale�, des deux extrémités en haut à droite vers les deux extrémités
en bas à gauche, ou à l'inverse de haut à gauche en bas à droite. Le sec-
ond sous-graphe, LIC véri�e la même propriété si deux chemins horizontaux
et verticaux le traversent. Néanmoins, si un seul chemin horizontal et deux
chemins verticaux le traversent, les chemins verticaux peuvent avoir des ex-
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trémités quelconques. Les Figures 4.1 et 4.2 résument ces propriétés.

Figure 4.1 � Routages permis par les sous-graphes XCH et LIC. Chaque fois,
les deux chemins verticaux changent de côté.

Le comportement �normal� de ces gadgets est de faire changer les deux
chemins verticaux de côté. On dit dans ce cas que le gadget décale les
chemins. Dans certains cas cependant, les chemins verticaux vont tout droit,
on dit que le gadget garde les chemins. Nous encodons le fait qu'une clause

est satisfaite ainsi : le chemin a été gardé un nombre impair de fois dans
sa colonne (donc au moins une fois). Comme le nombre de lignes est pair,
il a donc été décalé un nombre impair de fois. Il faut donc, pour véri�er la
satisfaction d'une clause, router des chemins entre les extrémités droites du
haut de la colonne et les extrémités gauches du bas de la colonne.
Bien sûr, pour que cela soit correct, il faut que les chemins soient gardés
seulement s'il se trouve une variable qui satisfait la clause. Nous disposons
de deux lignes pour encoder chaque variable (ces deux lignes sont prises con-
sécutives). Nous allons y router trois demandes, qui vont donc se repartir
soit deux sur le première ligne et une sur la seconde, soit l'inverse. Cela cor-
respond dans le premier cas à assigner la valeur vrai à la variable, dans le
second cas faux. Puisque pour qu'un gadget garde les chemins verticaux, il
faut à la fois que ce soit un LIC et qu'un seul chemin horizontal y passe, il
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Figure 4.2 � Routages supplémentaires permis par le sous-graphe LIC.
Lorsqu'un seul chemin horizontal passe, les deux chemins verti-
caux peuvent rester du même côté.

su�t de choisir maintenant les gadgets de la manière suivante. Si une vari-
able apparaît positivement dans une clause, l'intersection de la deuxième
ligne de la variable avec la colonne de cette clause est un LIC. Ainsi, si on
choisit l'assignation vrai pour cette variable, on pourra garder les chemins
dans ce sous-graphe. De même, si une variable apparaît négativement dans
une clause, l'intersection de la colonne de cette clause et de la première ligne
de cette variable est aussi un LIC. Dans tous les autres cas, nous plaçons un
XCH, ce qui oblige les chemins à être décalés.
L'équivalence entre existence de chemins et satisfaisabilité de la formule
provient donc de l'obligation de garder au moins une fois dans chaque colonne

(notons qu'il n'est jamais obligatoire de décaler, on peut juste garder les
chemins verticaux dans la première ligne où les conditions sont réunies, puis
toujours les décaler ensuite).
Finalement, nous pouvons facilement ajouter quatre nouveaux sommets, qui
seraient les terminaux des arêtes de demande, une arête pour les demandes de
chemins verticaux, et une autre pour les chemins horizontaux. Malheureuse-
ment, ce schéma de preuve relativement simple ne passe pas en pratique,
car nous ne connaissons pas de sous-graphes avec les propriétés de XCH et
LIC telles que nous les avons énoncées. La principale di�culté provient de
la possibilité pour les chemins verticaux d'utiliser des arêtes horizontales, et
symétriquement pour les chemins horizontaux d'utiliser des arêtes verticales.
Là où dans la preuve du théorème de Schwärzler, les coupes verticales sont
serrées, les nôtres possèdent deux fois plus d'arêtes d'o�re que nécessaire, et
les coupes horizontales ne sont pas serrées non plus.
Pour résoudre ces di�cultés, nous adoptons une solution en deux points.
Premièrement, nous allons très fortement augmenter le nombre de lignes. En
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e�et, une étude plus précise des gadgets va montrer que la liberté donnée
par le surplus d'arêtes dans les coupes horizontales est en fait assez limité,
permettant des variations relativement faibles (Lemme 4.4.5). En ajoutant

de nombreuses lignes, qui vont avoir le rôle de tampon entre les lignes de

chaque variable, ces perturbations vont rester locales et maitrisables. Deux-
ièmement, pour faciliter l'étude de ces perturbations, nous allons construire
un graphe �presque� Eulérien, avec très peu de sommets impairs. En étudiant
les arêtes qui ne sont pas utilisées dans une solution, cette hypothèse va nous
permettre de rétablir des propriétés sur les coupes verticales (Lemme 4.6.2).
Ceci se révèlera fondamental pour montrer que les chemins verticaux n'u-

tilisent pas d'arêtes des coupes horizontales. Une fois ceci prouvé, quelques
lemmes techniques sur le comportement des chemins horizontaux permet-
tront de terminer la preuve.

4.2 Préliminaires

Avant même de rentrer dans les détails de la preuve, nous donnons deux
lemmes, le premier pour simpli�er les considérations sur le comportement
des chemins, et le second est essentiel pour obtenir la parité de degré sur les
sommets du graphe de la réduction.

4.2.1 Décroisement de chemins

Lemme 4.2.1. Soit (G,H) une instance du problème de chemins arête-

disjoints avec G planaire. Alors s'il existe une solution à l'instance (G,H),
il existe une solution telle que toute paire de chemins de la solution se croisent

au plus une fois, et les chemins ayant une extrémité commune ne se croisent

pas.

Preuve. La preuve est similaire à celle du Lemme 2.3.1.

Dans la suite de ce document, on supposera toujours notre solution
décroisée (donc telle que deux chemins se croisent au plus une fois), et con-
stituée de chemins simples. Voici une conséquence du décroisement qui se
révèlera utile :

Lemme 4.2.2. Soit G un graphe planaire, a, b, c et d quatre sommets de

la face extérieure de G apparaissant dans cet ordre. Soit P un ensemble

décroisé de (a, c)-chemins et (b, d)-chemins arête-disjoints. Alors, tous les

(a, c)-chemins croisent les (b, d)-chemins dans le même ordre.
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GvG

v
=⇒

Figure 4.3 � À gauche, le sommet v du graphe G, sur lequel on veut interdire
les croisements de chemins. À droite, la transformation e�ectuée,
donnant le graphe Gv.

Preuve. Les (b, d)-chemins forment un �ot entre b et d, donc ces chemins ne
sont pas croisés. De même les (a, c)-chemins ne sont pas croisés. Supposons
qu'il existe au moins un (b, d)-chemin, et un (a, c)-chemin P . Soit Q le pre-
mier chemin croisé par P depuis l'extrémité a. Puisque les (b, d)-chemins
ne se croisent pas, Q dé�nit une courbe non-fermée qui sépare a des autres
(b, d)-chemins. Donc tous les (a, c)-chemins croisent Q en premier. Par in-
duction sur le nombre de (b, d)-chemins, en enlevant Q, ils croisent aussi tous
les autres chemins dans le même ordre.

4.2.2 Sommets sans croisements

Comme décrit dans la présentation de la preuve, on va vouloir s'assurer
que le graphe est essentiellement Eulérien. Malheureusement, il s'agit d'une
contrainte très forte (voir le Théorème 3.0.10), qui ne peut s'appliquer di-
rectement. Nous allons plutôt construire un graphe dont quasiment tous les
sommets sont de degré 4, mais en contrepartie, certains de ces sommets au-
ront la propriété suivante : deux chemins ne peuvent pas se croiser sur l'un
de ces sommets. Nous montrons que cette contrainte ne trahit pas la nature
du problème, puisqu'un petit gadget permet d'assurer le respect de cette
contrainte. Pour cela, il su�t de remplacer chacun de ces sommets par un
cycle de longueur 4, dont chaque sommet est incident à l'une des arêtes du
sommet remplacé (voir la Figure 4.3).

On dé�nit formellement le problème suivant, avant de montrer son équiva-
lence avec le problème classique.

Problème 4.2.3. (Chemins arête-disjoints étendu dans le plan)

Entrée : un graphe planaire G, un graphe de demande H avec V (H) ⊆
V (G), un sous-ensemble U de sommets de G.
Sortie : Existe-t-il une solution au problème de chemins arête-disjoints
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(G,H) telle que pour tout sommet u ∈ U , les chemins passant par u ne

se croisent pas ?

Notons que nous avons déjà déterminé en Section 1.3 que nous pouvons
nous restreindre à des graphes de degré maximum 4. De plus dans le prob-
lème précédent, si U = ∅, le problème est exactement le problème de chemins
arête-disjoints dans le plan. Nous ne démontrons pas le lemme suivant, prou-
vant l'équivalence des deux problèmes :

Lemme 4.2.4. Soit (G,H,U) une instance du problème de chemins arête-

disjoints étendu dans le plan. Soit v un sommet de G de degré 4. Alors il

existe une solution au problème (Gv, H, U) si et seulement s'il existe une

solution au problème (G,H,U ∪ {v}).

Par la suite, nous utiliserons toujours la version étendue. Les sommets de
U seront appelés sommets sans croisement. La plupart des sommets de nos
graphes seront e�ectivement sans croisement. Les sommets qui ne sont pas
dans U seront représentés en gros, et seront appelés sommets de croisement.
Remarquons que la preuve qui suit permet de nier l'existence d'un éventuel
�théorème de Frank�, similaire au Théorème 3.0.10) pour le cas étendu, notre
réduction pouvant s'adapter pour être internement Eulérien (eulérien pour
tous les sommets sauf ceux sur le bord de la face extérieure).

4.3 Implémentation des gadgets

Nous appelons non-chemin dans un graphe G et pour un ensemble de
chemins arête-disjoints P, tout chemin du complémentaire de P dans G.
Autrement dit, un non-chemin est un chemin arête-disjoint de P, mais n'est
pas soumis à la condition de ne pas croiser d'autre chemins dans des sommets
sans croisement.

4.4 Graphes élémentaires

Nous entrons maintenant dans les détails de la preuve. D'abord, nous
donnons l'implémentation des sous-graphes LIC et XCH, et détaillons leurs
propriétés. Soit donc XCH le graphe présenté en Figure 4.4. Ses sommets
de croisement sont a, b, c et d. Nous notons S = {s1, s2, s3, s4}, S′ =
{s′1, s′2, s′3, s′4}, T = {t1, t2} et T ′ = {t′1, t′2}.

Lemme 4.4.1. Soit P = {S1, S2, T1, T2} un ensemble décroisé de chemins

arête-disjoints de XCH, tels que :
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d

cb

a

u12u11u10u9

u8u7

u6u5

u4u3u2u1

t′2

t′1

t2

t1

s′4s′3s′2s′1

s4s3s2s1

Figure 4.4 � L'implémentation du gadget XCH. Les sommets de croisements
sont les quatre sommets centraux, a, b, c et d. Hormis les 12 ter-
minaux (de degré 1), tous les sommets sont bien de degré 4.

(i) S1 et S2 sont des (S, S′)-chemins,

(ii) T1 et T2 sont des (T, T ′)-chemins.

Alors, S1 et S2 sont ou bien un (s1, s
′
3)-chemin et un (s2, s

′
4)-chemin, ou bien

un (s3, s
′
1)-chemin et un (s4, s

′
2)-chemin.

Preuve. Soit P tel que dans l'énoncé du lemme. Chaque (S, S′)-chemin doit
croiser chaque (T, T ′)-chemins, ce qui nécessite au moins 4 croisements. Or,
XCH possède exactement 4 sommets de croisement, donc chacun est e�ec-
tivement utilisé pour un croisement.
Supposons que ab appartienne à un (T, T ′)-chemin, alors c'est aussi le cas
de u3a, bu7, u6c, cd et du10, et les arêtes u2a, ac, cu8, u5b, bd et du11 ap-
partiennent aux (S, S′)-chemins. Du coup, les (S, S′)-chemins sont connectés
à s1, s2, s′3 et s′4. Similairement, si ab appartient à un (S, S′)-chemin, nous
obtenons la seconde solution.

Ces chemins existent, comme le montre la Figure 4.5.

Lemme 4.4.2. Soit P un ensemble de trois chemins arête-disjoints de XCH,

tel que :
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Figure 4.5 � Existence des chemins prescrits par le Lemme 4.4.1, conformément
à ce qu'on attend du gadget XCH.

(i) P contient exactement 2 ({s1, s2}, S′′)-chemins, et S′′ est {s′1, s′2} ou
{s′3, s′4},

(ii) P contient exactement 1 (T, T ′)-chemin.

Alors, S′′ = {s′3, s′4}.

On constate déjà ici des di�érences avec le modèle théorique de la Sec-
tion 4.1, puisqu'il faut supposer en plus que les chemins verticaux rentrent
bien du même côté à chaque fois, s'il n'y a qu'un seul chemin horizontal. Con-
crètement, ceci sera assuré par le Lemme 4.4.1, puisque les gadget au-dessus
et au-dessous de celui-ci auront forcément deux chemins horizontaux.

Preuve. Sinon, P contiendrait un (T, T ′)-chemin Q, P1 un (s1, s
′
1)-chemin, et

P2 un (s2, s
′
2)-chemin. Comme Q doit croiser les deux autres chemins, tous

les chemins de P passe par au moins un sommet parmi a, b, c, d. Donc les
arêtes u2a, u5b, u7b et u10d sont utilisées 5 fois en tout, ce qui contredit la
disjonction des chemins.

Soit LIC le graphe de la Figure 4.6. Nous notons encore S = {s1, s2, s3, s4},
S′ = {s′1, s′2, s′3, s′4}, T = {t1, t2} et T ′ = {t′1, t′2}.

Lemme 4.4.3. Soit P un ensemble de chemins arête-disjoints dans LIC, tel

que :

(i) P contient exactement 2 ({s1, s2}, S′′)-chemins, où S′′ est soit {s′1, s′2},
soit {s′3, s′4},

(ii) P contient exactement 2 (T, T ′)-chemins.

Alors, S′′ = {s′3, s′4}. De plus, on ne peut trouver un (S ∪ T, S′ ∪ T ′)-chemin

disjoint de P.
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Figure 4.6 � L'implémentation du gadget LIC. Hormis deux sommets de croise-
ments supplémentaires, il est identique au graphe XCH.

Preuve. Supposons qu'au contraire, S′′ = {s′1, s′2}. Notons Q le (t2, T
′)-

chemins, P1 le (s1, s
′
1)-chemin et P2 le (s2, s

′
2)-chemin. Soit C la coupe dé�nie

par les sommets {u7, u9, u10}. Ces trois chemins passent par C, qui ne pos-
sède pas de sommets de croisement. Comme d(C) = 6, u5u7 est utilisé par le
chemin Q. Quatre chemins passent donc par les sommets C ′ = {u1, u2, u5},
or d(C ′) = 6, contradiction. Donc S′′ = {s′3, s′4}. Dans ce cas, toutes les
arêtes incidentes à a, b, c et d sont utilisées par P (coupes serrées), et u6u8
est utilisé par le (t2, t

′
2)-chemin, il ne peut donc y avoir d'autres chemins

entre S ∪ T et S′ ∪ T ′.

Lemme 4.4.4. Il est possible de trouver dans LIC des ensembles de chemins

arête-disjoints pour ces demandes :

1. s1s
′
1, s2s

′
2, t1t

′ pour tout t′ ∈ T ′,

2. s3s
′
3, s4s

′
4, tt

′
1 pour tout t ∈ T .

Preuve. Voir la Figure 4.7.



70 Bi�ot planaire

Figure 4.7 � Existence des chemins pour le Lemme 4.4.4. LIC véri�e bien les
propriétés décrites dans la Section 4.1.

4.4.1 Agrégats de gadgets

Nous pouvons agréger les sous-graphes LIC et XCH en grille, comme nous
l'avons déjà fait pour d'autres gadgets, en identi�ant les sommets de degré 1
qui se correspondent. La Figure 4.8 montre comment constituer ces grilles,
et donne les notations qui seront utilisées à présent. De plus, nous notons X
l'ensemble des xi, X ′ l'ensemble des x′i, pour i ∈ J1, 4nK avec n le nombre de
colonnes, et de même Y et Y ′ les ensembles des yj et y′j , avec j ∈ J1, 2pK, p
le nombre de ligne.

Lemme 4.4.5. Soit G une grille de dimension 1×3, constituée exclusivement

de LIC. Soit P un ensemble de chemins arête-disjoints, comprenant :

� A et B des (X,X ′)-chemins,

� C un ({y1, y2}, y′1)-chemin,

� D un (y3, y
′
2)-chemin,

� E un (y4, y
′
3)-chemin,

� F un (y5, y
′
4)-chemin,

� H un (y6, y
′
5)-chemin,

� I un (X ′, y′6)-chemin.

Alors, dans G \ E(P), il n'existe pas de ({y1, y2}, X ′)-non-chemins.

Notons que le lemme reste vrai en remplaçant certains LIC par des XCH,
qui sont moins permissifs. La Figure 4.9 illustre les placements des chemins.

Preuve. Supposons qu'il existe un non-chemin Q. Sans perte de généralité,
P est supposé décroisé.
En raison des coupes serrées, M(1, 1) contient C, M(1, 2) contient E, and
M(1, 3) contientH. DansM(1, 2), E passe par u6, (u3 et u4 sont des sommets
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f2,32

f2,31

f2,22

f2,21

f2,12

f2,11

f0,32

f0,31

f0,22

f0,21

f0,12

f0,11

e2,34e2,33e2,32e2,31e1,34e1,33e1,32e1,31
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M(2, 3)M(1, 3)

M(2, 2)M(1, 2)

M(2, 1)M(1, 1)

x′8x′7x′6x′5x′4x′3x′2x′1
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y′3

y′2

y′1

y6

y5

y4

y3

y2

y1

x8x7x6x5x4x3x2x1

Figure 4.8 � Une grille de dimension 2 × 3. Les notations utilisées par la suite
font référence à celle dé�nie ici.
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A,B, I,Q

H

F

E

D

C,Q

I

H

F

E

D

C

A,B

Figure 4.9 � Il n'existe pas de solution à ce problème de chemins arête-disjoints,
même si le chemin Q peut croiser les autres chemins dans n'importe
quel sommet.
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sans croisement, et l'un des chemins A, B ou D passe par ces sommets)
et utilise u6c ou u6u8. De même, E passe par u7 and utilise u7u5 ou u7b.
Considérons dans M(1, 2) les coupes C1 := {u5u7, u5b, ab, ac, u6c, u6u8} et
C2 := {u5u7, u7b, bd, cd, cu8, u6u8}, chacune intersecté par 4 chemins. E doit
utilisé au moins trois arêtes dans l'une de ces coupes, puisqu'il ne passe ni
par u10d ni par au3. Donc F ne peut intersecter C1, prouvant qu'il ne peut
croiser A ou B qu'en d dans M(1, 2).
Par des arguments similaires, dans M(1, 3), en considérant H et les deux
mêmes coupes pour M(1, 3) (notons-les C ′1 et C ′2), F peut croiser A et B
en a seulement. Par le Lemme 4.2.2 et en raison de la coupe serrée entre
M(1, 2) et M(1, 3), F croise A en a dans M(1, 3) puis croise B en d de
M(1, 2). Comme F ne peut utiliser d'arêtes dans C1 et C ′2, F doit traverser
d de M(1, 2) et a de M(1, 3) de gauche à droite ou de droite à gauche, un
nombre impair de fois, ce qui constitue une contradiction.

Ce lemme permettra de montrer que les chemins horizontaux ne changent
pas trop de lignes. Pour �nir l'étude du comportement local des chemins,
nous avons besoin d'un dernier lemme, qui permettra de véri�er que les
chemins verticaux sont bien systématiquement décalés lorsqu'il n'y a pas de
graphes LIC.

Lemme 4.4.6. Soit G une grille de dimension 1 × 3, constituée exclusive-

ment de XCH. Alors, il n'existe pas d'ensemble de chemins arête-disjoints

comprenant cinq (Y, Y ′)-chemins, un (x1, x
′
1)-chemin et un (x2, x

′
2)-chemin.

Preuve. Soient L et R tels que dé�nis par la Figure 4.10, et supposons que
contrairement à l`énoncé du lemme, les chemins existent. Appelons A le
(x1, x

′
1)-chemin, B le (x2, x

′
2)-chemin, et S1, . . . , S5 les autres chemins. On

suppose que ces chemins sont décroisés, 10 croisements sont quand même
nécessaire. Puisqu'il existe seulement 12 sommets de croisement, et qu'un
chemin ne peut en croiser qu'au plus 2 autres dans chacun des gadgets (facile
à véri�er), A et B sont obligés de passer parmi les sommets de croisement
de chaque gadget. Donc |A ∩ (δ(R) ∪ δ(L))| ≥ 6 et |B ∩ (δ(R) ∪ δ(L))| ≥ 6.
De plus, chacun des Si utilisent au moins une arête de δ(L) et δ(R), donc
au moins 22 arêtes sur 24 sont utilisées. Par parité, les deux dernières arêtes
sont inutilisées, une dans chaque coupe, et |A ∩ δ(L)| = |B ∩ δ(R)| = 4,
|A ∩ δ(R)| = |B ∩ δ(L)| = 4. Du coup, |δ(L) ∩ E(M(1, 2)) ∩ (A ∪ B)| = 1
et |δ(R) ∩ E(M(1, 2)) ∩ (A ∪ B)| = 3. Comme une seule arête de δ(L) est
inutilisée, au moins deux chemins parmi les Si passent par les sommets de
croisement de M(1, 3), mais un seul peut passer par δ(R) ∩ E(M(1, 2)),
contradiction.
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RL

s′s

x′2x′1

x2x1

Figure 4.10 � Il n'existe pas de solutions à ce problème de chemins arête-disjoints,
avec 5 chemins de s à s′, c'est ce que montre le Lemme 4.4.6
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4.5 Construction du graphe

Soit ϕ une formule booléenne en forme normale conjonctive, chaque
clause se composant de 3 littéraux, comprenant n clauses sur un ensemble de
p′ variables. Nous encodons cette formule dans un grapheGϕ, construit à par-
tir d'une grille à n colonnes. Nous avons besoin de 2 lignes par variables, et en-
tre chacune de ces lignes nous allons ajouter un tampon de q = 12n+4np′+2
lignes. La grille comprend donc p = 2p′(1 + q) lignes. La iième variable est
encodée au lignes 1+2(i−1)(1+q) et q+2+2(i−1)(1+q). Les autres lignes
sont composées entièrement de graphes XCH. La ligne 1+2(i−1)(1+q) code
l'assignement vrai pour la iième variable, et doit donc comporter un graphe
LIC dans les colonnes correspondant à une apparition positive de cette vari-
able. Dans les autres colonnes, le sous-graphe choisit est XCH. De même, la
ligne q+ 2 + 2(i− 1)(1 + q) code l'assignement faux pour la iième variable, et
doit donc comporter un graphe LIC dans les colonnes correspondant à une
apparition négative de cette variable. En résumé, M(i, j) est un LIC ssi :

� soit j = 1 + 2(k − 1)(1 + q) et la kième variable apparaît positivement
dans la jième clause.

� soit j = q+2+2(k−1)(1+q) et la kième variable apparaît négativement
dans la jième clause.

Tous les autres gadgets sont des XCH. On ajoute deux terminaux pour les
chemins verticaux, x et x′, reliés respectivement à x4k+1 et x4k+2, et à x′4k+3

et x′4k+4 pour tout k ∈ J0, n− 1K. Puisque le nombre de ligne p est pair, on
force bien que les chemins verticaux doivent être gardés un nombre impair
de fois. On ajoute aussi des arêtes x4k+3x4k+4 et x′4k+1x

′
4k+2 pour tout k,

a�n de réduire le nombre de sommets de degré impair.
Pour tout i ∈ J1, p′K, nous ajoutons deux nouveaux sommets wi et w′i, et les
arêtes suivantes : wiyj et w′iy

′
j pour tout j ∈ J4(i− 1)(q+ 1) + 1, 4(i− 1)(q+

1) + 2q+ 4K. En�n, on ajoute deux terminaux pour les chemins horizontaux,
y et y′, et les arêtes ywi et y′w′i de capacité 2q + 3 pour tout i, ainsi que
des arêtes entre y et tous les sommets de Y encore de degré 1, et entre y′ et
tous les sommets de Y ′ encore de degré 1. Notons que chaque wi et w′i a une
arête de capacité 2q+ 3 et 2q+ 4 arêtes de capacité 1 incidentes, et est donc
impair.
En�n, nous ajoutons les demandes entre x et x′ avec capacité 2n, et entre
y et y′ avec capacité 2p− p′, dé�nissant Hϕ. En particulier, les coupes {x},
{y}, {x′} et {y′} sont serrées, et seuls les sommets wi et w′i sont impairs. La
Figure 4.11 décrit le placement des terminaux pour les lignes correspondant
à la première variable.
On appelle chemins horizontaux ceux répondant à la demande yy′, et ver-



ticaux ceux répondant à la demande xx′. Deux chemins sont dit parallêles
s'ils satisfont la même demande, et perpendiculaires sinon.

4.6 Non-chemins

Soit une solution P au problème de chemins arête-disjoints (Gϕ, Hϕ).
W ∪W ′ est l'ensemble des sommets impairs de Gϕ+Hϕ, avecW = {wi : i ∈
J1, p′K} et W ′ = {w′i : i ∈ J1, p′K}. On considère la solution P comme un
ensemble de cycles contenant exactement une arête de Hϕ chacun. Dans ce
cas, les sommets dans Gϕ +Hϕ \E(P) ont même parité que les sommets de
Gϕ +Hϕ, autrement dit le complémentaire de P forme un W ∪W ′-joint Q
dans Gϕ. Nous montrons que Q se décompose en un ensemble de (wi, w

′
i)-

chemins plus des cycles de Gϕ.

Lemme 4.6.1. Soit G une grille de dimension n × p. Soit P un ensemble

décroisé de (X,X ′)-chemins et (Y, Y ′)-chemins arête-disjoints. Supposons

qu'il existe i ∈ J2, p − 2K tel que pour tout j ∈ J1, nK, M(i, j) et M(i + 1, j)
sont des graphes xch et qu'il y a exectement quatre croisements de chemins

de P dans M(i, j) et dans M(i + 1, j). Alors il n'existe pas de non-chemin

entre un sommet de la ligne i− 1 et un sommet de la ligne i+ 2.

Preuve. Soit i ∈ J2, p− 2K tel que dans l'énoncé, et supposons qu'il existe un
non-chemin Q entre les lignes i − 1 et i + 2. Alors Q doit passer par u5u7
ou u6u8 dans un certainM(j, i), disons u6u8 par symétrie, et ensuite parej,i3 ,
ej,i4 , ej+1,i

1 ou ej+1,i
2 (puisque toutes les arêtes incidentes aux a, b, c et d sont

utilisés par des chemins).
Soient P1, P2, P3, P4 les cheminspassant par cj,iuj,i8 , dj,iuj,i11, a

j,i+1uj,i+1
3 ,

cj,i+1uj,i+1
6 respectivement. Considérons la coupe C = δ(U), avec U =

{uj,i8 , u
j,i
11, u

j,i
12, u

j,i+1
3 , uj,i+1

4 , uj,i+1
6 }, intersectant ces quatre chemins etQ. Puis-

que |C| = 8, aux plus quatre chemins et non-chemins intersectent C. Par
décroisement, P1 et P2 sont distinct et parallèle, de même que P3 et P4.
Il n'existe pas de sommet de croisement dans U donc P2 = P3. Par le
Lemme 4.2.1, P1, P2 et P4 sont croisés par des chemins qui leurs sont or-
thogonaux, dans le même ordre, donc P1 = P4. Remarquons qu'alors j 6= n.
Soit U ′ = {uj+1,i

7 , uj+1,i
9 , uj+1,i

10 , uj+1,i+1
1 , uj+1,i+1

2 , uj+1,i+1
5 }. Au moins l'un

de P1, P2 et Q doit passer par U ′. Par des arguments similaires, P contient
des chemins P ′1 passant par bj+1,iuj+1,i

7 et uj+1,i+1
5 bj+1,i+1, et P ′2 passant

par dj+1,iuj+1,i
10 et uj+1,i+1

2 aj+1,i+1. Exactement un des quatre chemins con-
sidérés doit utiliser deux arêtes parmi uj,i6 u

j,i
8 , uj+1,i

5 uj+1,i
7 , uj,i+1

6 uj,i+1
8 et
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Tampon de q lignes

Ligne q + 2, encodant X1
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x

Figure 4.11 � Schéma pour la construction de la grille, représentant les premières
lignes, encodant la première variable. Le grand rectangle grisé se
répète verticalement autant de fois que le nombre de variables.
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uj+1,i+1
5 uj+1,i+1

7 , disons P1 (les autres cas sont isomorphes). Alors, consid-
érons le cycle formé par le sous-chemin de P1 entre cj,i et cj,i+1, les arêtes
cj,i+1aj,i+1 et cj,idj,i et le sous-chemin de P2 entre dj,i et aj,i+1. Par le
Lemme 4.2.1, aucun chemin ne peut croiser ce cycle mais son intérieur con-
tient au moins un sommet de croisement des lignes i et i+ 1, contradiction.

Lemme 4.6.2. Le complementaire Q de P peut être décomposé en cycles et

en un (wi, w
′
i)-chemin pour tout i ∈ J1, p′K.

Preuve. Il existe exactement np gadgets dans le graphe, parmi lesquels ex-
actement 3n sont des LIC. Le nombre de croisement est 4np+ 6n. De plus,
il y a 2n chemins verticaux, croisant chacun les 2p−p′ chemins horizontaux.
Au plus 2n(p′+3) sommets de croisement ne sont pas utiliser par des croise-
ments. Puisque le nombre de ligne d'un tampon est q = 4(p′ + 3)n + 2, il
y a au moins deux lignes consécutives dans lesquelles tous les sommets de
croisements sont utilisés. Nous pouvons alors appliqué le Lemme 4.6.1 : il
n'existe pas de non-chemins traversant un tapon de haut en bas.
En raison de la parité des degrés des sommets, G \ P est un W ∪W ′-joint,
et peut de cce fait se décomposer en cycles et chemins d'extrémités couvrant
W ∪W ′, mais les seuls chemins possibles sont des (wi, w

′
i)-chemins, puisque

tous les autres chemins traverseraient au moins un tampon.

Ceci a pour principale conséquence :

Lemme 4.6.3. Tout chemin vertical est contenu dans une colonne.

Preuve. 2p− p′ chemins horizontaux etp′ non-chemins sont routés à travers
chaque coupe verticale, qui contiennent exactement 2p arêtes chacune. Donc
les chemins verticaux ne peuvent utiliser ces arêtes.

4.7 Preuve de NP-complétude

Théorème 4.7.1. Le problème de chemins arête-disjoints avec graphe d'o�re

planaire et seulement deux demandes sur le bord de la face extérieure est NP-

complet.

Preuve. Nous utilisons le graphe construit en Section 4.5, qui est de taille
polynomiale. Commençons par montrer le sens facile : s'il existe une assigna-
tion validant ϕ, il existe une solution au problème de chemins arête-disjoints.
Soit une telle assignation pour les variables X1, . . . , Xp′ .
Nous faisons passer dans chaque ligne deux chemins horizontaux, sauf dans
les lignes suivantes :



4.7 Preuve de NP-complétude 79

� Si à Xi est assignée la valeur vrai, un seul chemin horizontal traverse
la ligne 2(q + 1)(i− 1) + 1.

� Si à Xi est assignée la valeur faux, un seul chemin horizontal traverse
la ligne 2(q + 1)(i− 1) + q + 2.

Les deux chemins verticaux de chaque colonne sont systématiquement dé-
calés sauf dans le cas suivant. Soit i le plus petit indice telle que l'assigna-
tion de Xi permet de satisfaire la clause k, et soit j la ligne correspondante
(i = 2(q+ 1)(j − 1) + 1 ou 2(q+ 1)(j − 1) + q+ 2). Puisqu'il ne passe qu'un
seul chemin horizontal par cette ligne et que le gadget de coordonnée (k, j)
est un LIC, le Lemme 4.4.4 garantit qu'il est possible de garder les deux
chemins verticaux à cet endroit, c'est ce que nous choisissons de faire, pour
chaque clause. Les Lemmes 4.4.1, 4.4.2 et 4.4.3 assurent la posibilité de
routage dans chaque gadget. Notons qu'il faut nous assurer que le chemin
horizontal passant par M(k, j) ne doit pas entrer par les deux arêtes du bas,
pour appliquer le Lemme 4.4.4, mais comme M(k−1, j) et M(k+ 1, j) (s'ils
existent) sont gérées par le Lemme 4.4.2, il est e�ectivement possible de s'en
assurer. Au �nal, nous avons bien construit une solution puisque les chemins
verticaux sont tous gardés exactement une fois.
Nous montrons à présent la réciproque, soit une solution P, décroisée, au
problème de chemins arête-disjoints dé�ni par (Gϕ, Hϕ), prouvons l'existence
d'une assignation satisfaisant ϕ. Par le Lemme 4.6.2, le complémentaire de la
solution contient des chemins Q1, . . . , Qp′ . Par conséquent, les coupes verti-
cales de la grille sont serrées, puisqu'elle comprennent 2p arêtes par lesquelles
passent 2p− p′ chemins. Donc, les chemins verticaux ne peuvent pas utiliser
ces arêtes.
Cependant, les chemins horizontaux peuvent utiliser des arêtes des coupes
horizontales, mais de manières limitées. Pour montrer cela, nous prouvons
que les non-chemins se décalent d'au plus 2 lignes vers le haut ou vers le bas
entre chaque colonne. La démonstration se fait itérativement sur chacune des
colonnes depuis celle de gauche. Ainsi, nous savons que les non-chemins entre
par la gauche dans la colonne k espacés entre eux par q − 2 > 3 lignes au
minimum. Puisque toutes les autres arêtes des coupes verticales sont utilisés,
mais aussi que les chemins horizontaux ne se croisent pas, cela revient juste
à montrer que le problème dé�ni dans le Lemme 4.4.5 est sans solution, ce
qui est e�ectivement l'énoncé de ce lemme.
Puisque les non-chemins se déportent d'au plus deux lignes par colonne,
chacun d'eux ne peut approcher à moins de 3 lignes qu'une seule des lignes
possédant des gadgets LIC (séparés par les tampons de q > 2n + 5 lignes).
Puisque le passage d'un non-chemin à plus de 3 lignes de distance d'un
gadget LIC ne modi�e pas le comportement attendu des chemins verticaux
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(à savoir être décalé dans chaque ligne) par le Lemme 4.4.6, les chemins
verticaux ne peuvent avoir été décalé que lorsque un non-chemin passe à
proximité d'un gadget LIC. Le non-chemin permet donc bien d'assigner à
la variable Xi une valeur vrai ou faux, selon qu'il soit passé à proximité de
la ligne 2(q + 1)(i − 1) + 1 ou 2(q + 1)(i − 1) + 2q + 2 respectivement, et
l'assignation produite ainsi valide bien ϕ, puisque dans chaque colonne les
chemins verticaux sont décalés une fois.
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Introduction.

Cette partie est issue d'un travail avec Vincent Jost, sur un problème
original mais possèdant de nombreux liens avec des problèmes classiques.
Nous cherchons à déterminer quand une condition naturelle su�t pour car-
actériser la longueur minimale d'un tour d'un graphe, passant par tous les
sommets.

L'idée originale s'inspire d'un travail de Fonlupt et Naddef [13], étudiant
les graphes pour lesquels la condition de coupe su�t pour caractériser les
tours de voyageur de commerce. Un ensemble de sommets est dit éclatant si
sa cardinalité est strictement inférieure au nombre de composantes du graphe
obtenu en retirant ces sommets. Un graphe possédant un tel ensemble ne peut
posséder de cycle hamiltonien. Une classe de graphes est dite cycle-tough si la
réciproque est vrai. Nous cherchons à étendre ces concepts, en proposant de
déterminer quand la longueur d'une plus courte marche fermée passant par
tous les sommets d'un graphe est caractérisée par les packings d'ensembles
éclatants.

Malgré les résultats présentés dans la suite de ce travail, nous avons
toujours plus de questions que de réponses. Nous souhaitons que ce sujet
puisse encore nourrir de nombreux travaux, et pas seulement les nôtres.
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Chapitre 5

Généralités

5.1 Contexte et dé�nitions

Soit G un graphe non-orienté connexe, tous les graphes seront supposés
connexes par la suite. Un tour de G est une marche fermée de G passant par
chaque sommet. On appelle cycle Hamiltonien ou tour Hamiltonien tout tour
de G passant par chaque sommet une et une seule fois. Un graphe possèdant
un cycle hamiltonien est dit Hamiltonien.

Problème 5.1.1. Soit G un graphe non-orienté. Décider si G est Hamil-

tonien.

Il est bien connu que ce problème est NP-complet en général [28]. Des
algorithmes polynomiaux de reconnaissance des graphes Hamiltoniens ex-
istent néanmoins pour certaines classes de graphes. L'existence d'un algo-
rithme polynomial implique l'existence d'une bonne caractérisation, donc
d'un certi�cat d'inexistence. Puisque le problème est NP-complet, à moins
que NP = coNP il n'existe pas de tel certi�cat en général, mais on peut
espérer en trouver pour des classes de graphes particuliers. Parmi les certi�-
cats les plus simples, nous nous proposons d'étudier les ensembles éclatants.
Nous notons c(U) pour un ensemble U de sommets d'un graphe G le nombre
de composantes connexes de G− U

Dé�nition 5.1.2. Un ensemble éclatant ( scattering set) d'un graphe G
est un ensemble U ⊆ V (G) de sommets tels que le nombre de composantes

de G − U est strictement supérieur à la cardinalité de U . Autrement dit,

c(U)− |U | > 0. Pour tout U ⊆ V , on appelle dé�cience (de�ciency) de U et

on note def(U) la valeur max{0, c(U)− |U |}.
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Supposons que G possède un ensemble éclatant U . Un cycle Hamiltonien
doit passer par chaque composante de G − U , et pour passer d'une com-
posante à l'autre, est forcé d'utiliser au moins un sommet de U . Il traverse
donc en tout au moins c(U) sommets de U , ce qui contredit le fait que le
cycle passe une seule fois par chaque sommet. Nous venons donc de montrer :

Proposition 5.1.3. Si G est Hamiltonien, G ne possède pas d'ensemble

éclatant.

Notons que la recherche d'ensembles éclatants est un problème aussi
di�cile que celle d'un tour Hamiltonien, le problème suivant étant NP-
complet [32] :

Problème 5.1.4. Soit G un graphe non-orienté. Décider si G possède un

ensemble éclatant.

Il est intéressant de trouver des classes de graphes tels que la Proposi-
tion 5.1.3 admette une réciproque. Celle-ci ne peut être vraie en général (à
moins que NP = co-NP), puisque le problème est NP-complet. La Figure 5.1
présente deux graphes non-Hamiltoniens et sans ensemble éclatant. Notons
que ceci a amené Chvátal [7] à dé�nir la solidité d'un graphe (toughness) :
pour un graphe G, il s'agit du minimum du rapport |U |/c(U) pris sur tous
les sous-ensembles U ⊂ V non-triviaux. Un graphe est dit k-solide (k-tough)
si ce minimum est supérieur ou égal à k. Il est particulièrement intéresssant
de connaître des conditions su�santes pour que les graphes 1-solides soient
Hamiltoniens, les graphes 1-solides étant exactement les graphes sans ensem-
ble éclatant. Chvátal [6] conjecturait en 1973 qu'il existe une constante t telle
que tous les graphes t-solides sont Hamiltoniens. La conjecture est toujours
ouverte, et des exemples montrent que si t existe, t vaut au moins 9

4 (voir
par exemple [1]).

Figure 5.1 � Deux graphes 1-solides mais non-Hamiltoniens.

Un des résultats les plus marquants dans cette direction est que la ré-
ciproque de la Proposition 5.1.3 est vraie pour les graphes de co-comparabilité.
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cb

a a

cb

Figure 5.2 � Deux graphes contenant des triplets astéroïdaux a, b, c.

Les graphes de comparabilité sont les graphes obtenus en négligeant l'ori-
entation d'un digraphe transitif (c'est-à-dire du graphe d'ordre d'un ordre
partiel). Les graphes de co-comparabilité sont leurs complémentaires.

Théorème 5.1.5 (Deogun, Kratsch, Steiner [9]). Soit G un graphe de co-

comparabilité 1-solide, alors G est Hamiltonien.

Un k-arbre est un graphe obtenu à partir de Kk en appliquant un nombre
�ni de fois la procédure suivante. On sélectionne une clique C de taille k, et
on ajoute un nouveau sommet connecté à chaque sommet de C. Les 1-arbres
sont les arbres (obtenus en ajoutant successivement des feuilles).

Théorème 5.1.6 (Broersma, Xiong, Yoshimoto [4]). Soit G un 2-arbre 1-
solide avec au moins 3 sommets. Alors G est Hamiltonien.

Les mêmes auteurs ont montré que pour k > 2, il existe des k-arbres
non-Hamiltoniens mais sans ensemble éclatant.

Un triplet astéroïdal est un ensemble indépendant de trois sommets
tel que chaque paire est connectée par un chemin évitant le voisinage du
troisième sommet. Deux exemples sont donnés en Figure 5.2. Les graphes de
la Figure 5.1 possèdent tous deux des triplets astéroïdaux.

La classe des graphes sans triplet astéroïdal contient strictement celle des
graphes de co-comparabilité.

Conjecture 5.1.7 (Jost, 2008). Tout graphe sans triplet astéroïdal 1-solide
est Hamiltonien.

La version dite graphique de problème du voyageur de commerce consiste
à trouver un plus petit tour dans un graphe quelconque. Les arêtes possèdent
des longueurs données par une fonction l : E(G) → R+. Une solution peut
passer plusieurs fois par le même sommet, contrairement au Problème 5.1.1.
Nous appelons tour graphique un tel tour. De nouveau se pose la question
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de savoir si les ensembles éclatants peuvent certi�er l'optimalité d'un tour.
Pour tout ensemble éclatant U , nous savons que n'importe quel tour doit
passer au minimum c(U) fois par U . On pose donc le programme linéaire en
nombres entiers suivant :

min x(V ) s.t. (P')

x(U) ≥ c(U) (U ⊆ V )

Soit xv ∈ N le nombre de passage par v d'un tour de G, nous appelons x le
vecteur de transit de ce tour. Alors x ∈ NV (G) appartient au polyèdre dé�ni
dans (P'), et la fonction objectif atteint pour x la longueur du tour, donc
l'optimum est nécessairement inférieur. (P') fournit donc une borne inférieure
sur la longueur du plus court tour. Il n'y a pas nécessairement égalité, par
exemple les graphes présentés en Figure 5.1 ne sont pas Hamiltoniens, et
acceptent pourtant le vecteur constamment égal à 1 comme solution de (P')
(puisqu'ils n'ont pas d'ensembles éclatants).

La version duale de (P') s'écrit :

max
∑
U⊆V

yUc(U) s.t. (D')

∑
U3v

yU = 1 (v ∈ V )

y ≥ 0

Il s'agit d'une partition maximisant le nombre de composantes créées, ce qui
revient à maximiser la somme des dé�ciences, à condition que c(U) > |U |
pour toute variable yU active :∑

U⊆V
yUc(U) =

∑
U⊆V

yUdef(U) +
∑
U⊆V

yU .|U |

=
∑
U⊆V

yUdef(U) +
∑
v∈V

∑
U⊆V,U3v

yU

=
∑
U⊆V

yUdef(U) + |V |

Sans perte de généralité, une solution optimale consistera donc seulement en
des ensembles de dé�cience strictement positive et des singletons, puisque un
ensemble de dé�cience négative (ou nulle) sera remplacé par les singletons
correspondants, qui ont une dé�cience positive ou nulle. Plus généralement :
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Lemme 5.1.8. Il existe une solution optimale du programme (D') telle que

pour toute variable active yU , il n'existe pas de partition propre U1, . . . , Uk
de U telle que :

def(U) ≤
k∑
i=1

def(Ui)

Nous en déduisons immédiatement :

Corollaire 5.1.9. Dans une telle solution, si yU est une variable active avec

|U | > 1, tout sommet u ∈ U est adjacent à au moins trois sommets dans

trois composantes connexes distinctes de G− U .

Appelons λ(G) la longueur minimale d'un tour graphique, σ(G) l'opti-
mum entier de (P') et π(G) l'optimum entier de (D'), σ∗(G) et π∗(G) les
optimums fractionnaires de ces deux programmes. Les inégalités suivantes
sont alors vraies pour tout graphe G :

λ(G) ≥ σ(G) ≥ σ∗(G) = π∗(G) ≥ π(G) (5.1)

Dans notre encodage en programme linéaire, nous avons choisi de pren-
dre pour variables les sommets du graphe. Usuellement, pour un problème de
tour de voyageur de commerce, c'est un encodage sur les arêtes du graphe qui
est utilisé, puisque ce sont les arêtes qui déterminent le tour. En choisissant
les sommets, nous perdons une information importante : une solution opti-
male de (P') est insu�sante pour construire un tour optimal, même lorsque
λ(G) = σ(G). Nous obtenons seulement la séquence des degrés d'un tour op-
timal lorsque la précédente égalité est vraie. Le problème de déterminer une
solution optimale entière de (P') est un problème moins di�cile (ou autant)
que de chercher directement le tour.

Nous pouvons ensuite ajouter des poids, qui ne seront pas disposés sur les
arêtes comme dans le cas classique, mais sur les sommets, w : V (G)→ N. Le
problème de tour graphique associé est donc un tour avec coût de passage
sur les sommets. Nous dé�nissons donc les deux programmes linéaires en
nombres entiers suivant :

min wx s.t. (P)

x(U) ≥ c(U) (U ⊆ V )
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et son dual :

max
∑
U⊆V

yUc(U) s.t. (D)

∑
U3v

yU = wv (v ∈ V )

y ≥ 0

Nous notons λw(G) la longueur du plus court tour graphique, la longueur
d'un tour étant dé�nie par :

∑
v∈V wvs(v) où s(v) ≥ 1 désigne le nombre de

fois où le tour passe par le sommet v. σw(v) dénote l'optimum entier de (P),
et πw(G) celui de (D). Avec ces notations :

λw(G) ≥ σw(G) ≥ πw(G) (5.2)

5.2 Étude préliminaire

Le système d'inégalités dé�nissant le programme (P) n'est pas entier,
comme le démontre l'exemple de la Figure 5.3. Les optimums du primal et
du dual y ont pour valeur 21

2 . La solution primale consiste à prendre xu = 3
2

pour les sommets extérieurs, xu = 1 pour le sommet du centre. La solution
duale utilise les ensembles éclatants construits en prenant deux sommets
non-consécutifs du cycle extérieur et le sommet central, ainsi pour un tel en-
semble U , c(U) = 4. Elle s'obtient en prenant pour chacun de ces ensembles
U , yU = 1

2 , et en complétant en prenant le singleton contenant le sommet
central. L'exemple se généralise en prenant un cycle extérieur de longueur
2n+ 1, donnant des solutions de la forme p− 1

n pour un entier p, montrant
qu'il n'existe pas nécessairement de solution 1

k -entière, quel que soit k.

La fonction c telle que nous l'avons dé�nie n'est pas une fonction incon-
nue. Par exemple [17] utilise l'inégalité suivante (rappellons que d(A,B) est
le nombre d'arêtes entre A \B et B \A) :

Lemme 5.2.1. Pour tout A,B ⊆ V :

c(A) + c(B) ≤ c(A ∪B) + c(A ∩B) + d(A,B)

Nous en déduisons le théorème suivant :

Théorème 5.2.2. Pour tout graphe connexe ne contenant pas de chaise

induite ( cf. Figure 5.4), le système d'inégalités de (P) est LSTU.
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Figure 5.3 � Notre système n'est pas entier sur ce graphe. Le poids d'un sommet
est indiqué lorsqu'il n'est pas nul.

Preuve. Soient G = (V,E) un tel graphe, w une fonction de poids entière, et
y un vecteur solution du dual (P). Soit F la famille des ensembles dé�nissant
les variables actives du dual (i.e. les U tels que yU 6= 0). Supposons que F
ne soit pas laminaire. Par dé�nition, il existe deux ensembles A et B croisés
dans F , A ∩ B,A \ B,B \ A 6= ∅. D'après le Lemme 5.2.1, s'il n'existe pas
d'arête entre A \B et B \A, A et B se décroisent en A ∩B et A ∪B. Nous
avons donc d(A,B) > 0.
Pour tout v ∈ A \B, v est adjacent à trois composantes distinctes de G−A
par le Corollaire 5.1.9 (symétriquement pour v ∈ B \ A). Distinguons les
deux cas suivants :

� Cas 1.
S'il existe a ∈ A \ B, b ∈ B \ A et u /∈ A ∪ B tel que au, ab ∈ E et
ub /∈ E, alors b est adjacent à au moins trois composantes de G − B,
l'une d'elles contient a et u, les deux autres fournissent deux sommets
v et w adjacents à b, mais ni à a ni à u, alors l'ensemble {a, b, u, v, w}
induit une chaise.

� Cas 2.
S'il existe a ∈ A \ B, b ∈ B \ A et u /∈ A ∪ B tel que au, ab ∈ E et
ub ∈ E, alors a est adjacent à au moins trois composantes de G − A,
l'une contenant u et b. Si l'une d'elles contient un sommet b′ dans B\A,
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Figure 5.4 � La chaise.

a, b′, u nous replace dans le cas 1. Sinon, n'importe laquelle des deux
composantes fournit un sommet u′ hors de A∪B qui n'est pas adjacent
à b, et donc a, u′, b nous ramène au cas 1 aussi.

Tout ce qu'il reste à montrer, c'est donc qu'il existe a ∈ A \B, b ∈ B \A
et u /∈ A ∪ B avec ua, ab ∈ E (ou symétriquement en inversant A et B).
Supposons que ce ne soit pas le cas. Nommons A′ les sommets de A \ B
adjacents à B \ A, et symétriquement B′, alors A′ et B′ sont non-vides
puisque d(A,B) > 0. Alors, le nombre de composantes de G−A adjacentes
à A′ est au moins |A′| + 2 par le Lemme 5.1.8 (car A′ est strictement inclu
dans A puisque A∩B 6= ∅), et au plus |B′| (puisque A′ n'est adjacent qu'aux
sommets de B en dehors de A), donc |A′|+ 2 ≤ |B′|. De même par symétrie,
|B′|+ 2 ≤ |A′|. Contradiction.
Donc F peut-être choisie laminaire, le système est LSTU.

Comme la chaise contient une gri�e (le biparti complet K1,3) et un P4,
nous avons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.3. Pour les graphes sans gri�es et pour les graphes sans P4,

le système est TLSU.

5.3 Mineurs de sommets

Une direction possible pour améliorer notre compréhension du problème
consiste à tenter de caractériser par mineurs exclus les graphes pour lesquels
l'optimum de (D) est entier et correspond à la longueur du plus court tour
graphique. Nous dé�nissons deux opérations de mineurs.
Nous disons qu'un graphe H est obtenu par délétion d'un sommet ou sup-

pression de sommet de G s'il existe u ∈ V (G) tel que V (H) = V (G) \ {u}
et E(H) = E(G) \ δ(u). Nous notons H = G \ u ou H = G− u. H est donc
un sous-graphe induit de G s'il s'obtient par une séquence de suppressions
de sommets depuis G.
H est obtenu par contraction d'un sommet de G s'il existe u ∈ V (G) tel
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v
u

Figure 5.5 � Les notions de mineurs de sommets sont insu�santes pour notre
problème. Sur le graphe de gauche, le graphe est hamiltonien,
donc possède les bonnes propriétés, mais la suppression de u le
transforme en graphe non-hamiltonien, sans ensemble éclatant. Le
graphe de droite possède un ensemble éclatant, tel que dupliquer
n'importe quel sommet de cet ensemble rend le graphe hamiltonien.
Pourtant, la contraction de v donne le même mauvais graphe.

que V (H) = V (G) \ {u} et E(H) = (E(G) \ δ(u)) ∪ {vw : vw ∈ NG(u)},
autrement dit en remplaçant un sommet de G par une clique sur son voisi-
nage. Nous notons H = G/u. H est un sous-graphe contracté de G s'il
s'obtient depuis G par un séquence de contractions de sommets. H est un
mineur par sommet de G s'il s'obtient par un séquence de délétions et de
contractions de sommets de G.

Lemme 5.3.1. Les opérations de suppressions et contractions de sommets

commutent.

Preuve. Il su�t de montrer (par récurrence sur le nombre d'opérations ap-
pliquées) que la relation d'adjacence du graphe obtenu en contractant S et
supprimant T est : u et v sont adjacents s'il existe un chemin entre u et v
dont tous les sommets internes sont dans S.

Idéalement, nous voudrions montrer que la classe des graphes pour lesquels
la longueur du plus court tour est égale à l'optimum de (D) pour toute fonc-
tion de poids, est fermée par mineurs de sommets. Malheureusement, cela
n'est pas vrai (voir Figure 5.5). Nous pouvons montrer la fermeture par
mineurs de sommets de la bonne classe de graphes pour une généralisation
�façon Steiner� de notre problème. Nous dé�nissons donc le problème suiv-
ant :

Problème 5.3.2. Soit G un graphe non-orienté connexe, w : V (G) → R+

et Ṽ ⊂ V (G) un ensemble de sommets obligatoires. Trouver la longueur

minimum d'un tour de G passant par tous les sommets de Ṽ .

Nous dé�nissons V \ Ṽ l'ensemble des sommets optionnels. Soit U ⊂ V
un sous-ensemble quelconque de sommets. Nous notons c̃(U) le nombre de
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1 22

1

Figure 5.6 � Un graphe avec ensemble de sommets obligatoires en noir, option-
nels en blanc. La longueur d'un plus court tour passant par chaque
sommet obligatoire est ici bien caractérisée par la partition donnée,
créant 6 composantes avec au moins un sommet obligatoire.

composantes connexes de G − U intersectant Ṽ si ce nombre est au moins
2, sinon c̃(u) = 1 si u ∈ Ṽ , et 0 dans les autres cas. c̃(U) donne donc une
borne inférieure simple sur le nombre de passages de toute marche fermée
solution du Problème 5.3.2 (dé�nir c̃ en terme de composantes intersectant
Ṽ n'aurait pas su�, puisque nous pouvons ne pas passer par un ensemble
U sans obligatoire, ayant une seule composante contenant des obligatoires).
Similairement à (P), nous pouvons dé�nir le programme suivant, donnant
une borne inférieure à toute solution du problème :

min wx s.t. (PS)

x(U) ≥ c̃(U) (U ⊆ V )

et son dual :

max
∑
U⊆V

yU c̃(U) s.t. (DS)

∑
U3v

yU = wv (x ∈ V )

y ≥ 0 (5.3)

Pour bien comprendre les propositions suivantes, rappelons que nous tra-
vaillons sur trois objets : le tour graphique, la solution primale (dont nous
espérons qu'elle corresponde au vecteur de transit d'un tour optimal) et la
solution duale, qui est un empilement d'ensembles éclatants. Prouver que le
système sous-jacent à (P) est TDI ne résout pas notre problème, puisque
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cela n'implique rien sur les tours optimaux. Sur n'importe quel graphe non-
hamiltonien et sans ensemble éclatant, le système est trivialement entier.
Nous devons donc distinguer la classe C1 des graphes pour lesquels notre
système d'inéquations est entier, de la classe plus petite C2 de ceux dont le
tour optimal est égal à l'empilement maximum d'ensembles éclatants (pour
toute fonction de poids entière et tout ensemble de sommets obligatoires
dans les deux cas).

Proposition 5.3.3. La classe C1 des graphes pour lesquels le système induit

par (PS) est TDI pour tout ensemble Ṽ de sommets obligatoires est fermée

par mineurs de sommet.

Preuve. Soit G un graphe connexe avec (PS) TDI pour tout Ṽ obligatoire,
et soit H = G \ v connexe. Soit Ṽ un sous-ensemble de sommets de H et
w : V (H)→ N+. Nous étendons w à G en dé�nissant wG avec wG(u) = w(u)
si u 6= v et wG(v) = +∞. Puisque (PS) est TDI pour (G, Ṽ , wG), il existe une
solution duale entière y. Posons y′V ′ = yV ′ + yV ′∪{v} pour tout V

′ ∈ V (H),
y′ est trivialement une solution entière pour le dual (DS) pour H, et est de
même valeur que y. Soit x une solution de (PS) pour (G, Ṽ , wG), puisque le
sommet v est optionnel et de poids in�ni, et que G\{v} est connexe, xv = 0,
et xV (H) est donc une solution pour le primal de H, de même valeur que y′,
donc y′ est optimal.
Soit H = G/v. Soit à nouveau Ṽ un sous-ensemble de sommets de H et
w : V (H) → N+. Nous posons wG(u) = w(u) si u 6= v, et wG(v) = 0. Il
existe une solution duale entière y pour (G, Ṽ , wG), qui est aussi réalisable
et de même valeur pour (H, Ṽ , w) en ignorant les ensembles contenant v,
puisque wG(v) = 0, et que la contraction de v ne peut pas créer de nouvelles
composantes connexes, donc modi�er c̃. Soit x une solution optimale du
primal pour (G, Ṽ , wG). c̃ n'étant pas modi�ée, xV (H) est aussi une solution

pour (PS) dans (H, Ṽ , w), de même valeur que x puisque wv = 0, ce qui
prouve l'optimalité de y dans (H, Ṽ , w).

Avec une preuve similaire, nous obtenons aussi :

Proposition 5.3.4. La classe C2 des graphes pour lesquels l'optimum entier

de (DS) est égal à la longueur du plus court tour pour tout ensemble Ṽ de

sommets obligatoires et toute fonction de poids entière w, est fermée par

mineurs de sommet.

Voici une des raisons qui nous pousse à étudier la classe des graphes
AT-free et certaines de ses sous-classes dans le cadre de notre étude :
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Proposition 5.3.5. Les classes de graphes suivantes sont fermées par mineurs

de sommet :

(i) les graphes AT-free,

(ii) les graphes de co-comparabilité,

(iii) les graphes d'intervalles.

Preuve. La fermeture par induction est évidente dans tous les cas.
(i) Soit H un graphe obtenu par contraction du sommet v d'un graphe
AT-free G. Soient a, b, c trois sommets indépendants de H. Puisque
(a, b, c) n'est pas un triplet astéroidal de G, sans perte de généralité il
n'existe pas de (b, c)-chemin dans G \ (NG(a) ∪ {a}), donc tout (b, c)-
chemin P deH doit passer par une arête e créée par la contraction de v,
ou par NH(a). Si e ∈ P , le chemin obtenu en remplaçant e = u1u2 par
u1v, vu2 dans P , est un (b, c)-chemins de G, donc passe par N(a)∪{a}.
Alors, soit v ∈ NG(a), dans ce cas u1, u2 ∈ NH(a), sinon il existe un
sommet de P dans NG(a) donc NH(a). Donc il n'existe pas de (b, c)-
chemins dans H \NH(a).

(ii) Soit ≥ un ordre partiel sur un ensemble V et u ∈ V . Contracter u
dans le graphe de co-comparabilité induit par ≤ revient à supprimer u
et rendre tous les éléments incomparables avec u incomparables entre
eux. Il su�t donc de montrer que la relation 4 est un ordre, avec :

v 4 w ⇔ v = w ∨ (v < w ∧ v ou w est comparable à u.) (5.4)

Cette relation est d'évidence ré�exive. Soit v et w tel que v 4 w et
w 4 v. Alors soit v ≤ w et w ≤ v, soit v = w. Dans les deux cas,
v = w, donc elle est antisymétrique.
En�n pour la transitivité, soit v 4 w et w 4 x, v, w et x distincts.
Alors soit w ≤ u, donc v ≤ w et w ≤ u implique par transitivité de ≤
que v ≤ u et v ≤ x. Donc v 4 x. Soit symétriquement u ≤ w et donc
v 4 x. Soit en�n u et w sont incomparables et donc u est comparable
à v et x, et v ≤ w ≤ x donc v 4 x par transitivité de ≤.

(iii) Dans un modèle d'intervalle, contracter un intervalle I revient à
remplacer chacun des intervalles adjacents par son union avec I (ou
de manière équivalente, identi�er les éléments de I), les unions d'in-
tervalles non-disjoints étant eux-mêmes des intervalles.

Pour �nir cette section, nous donnons en Figure 5.7 une liste de graphes
minimaux par mineurs de sommets qui sont 1-tough mais pas Hamiltoniens.
Cette liste n'est probablement pas exhaustive. Nous l'avons générée par or-
dinateur, en testant tous les graphes de 10 sommets ou moins.
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Figure 5.7 � Liste de graphes minimaux par mineurs de sommets, pour lesquels
la longueur d'un plus court tour n'est pas donné par une partition
en ensemble éclatant. Les arêtes en pointillées sont optionnelles.
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5.4 Séparation

Réécrivons notre système (P) :

min wx s.t. (P)

x(U) ≥ c(U) (U ⊆ V )

Pour pouvoir trouver un optimum de la relaxation de ce programme liné-
aire (ou du programme entier si le polyèdre sous-jacent est entier), il serait
su�sant de savoir séparer ses inégalités (puis d'appliquer la méthode des
ellipsoïdes). C'est-à-dire, étant donné un vecteur x, décider s'il existe U ⊆ V
tel que x(U) < c(U). Pour cela, il su�t de trouver une solution au problème
suivant :

max
U

c(U)− x(U) (5.5)

avec le maximum pris sur U décrivant les sous-ensembles de V (G). Plus
généralement, intéressons-nous au problème suivant :

max
S,U

y(S)− x(U) (5.6)

avec S décrivant les ensembles indépendants de G et U bloqueur des S-
chemins (chemins dont les deux extrémités sont des sommets distincts de
S). En prenant pour y le vecteur constamment égal à 1, une solution du
problème (5.6) implique une solution de (5.5) : en e�et, S peut être vu
comme un échantillon de sommets, au plus un par composante de G − U .
Puisque nous cherchons un maximum, il y en aura bien exactement un par
composante, donc |S| = c(U). En�n, en prenant y(v) = 1 si v est obligatoire,
y(v) = 0 sinon, nous pouvons séparer le problème de Steiner (PS).
Pourquoi étudier ainsi un problème plus général que ce que donne directe-
ment la séparation ? En fait, (5.6) généralise plusieurs problèmes classiques
et di�ciles. En �xant x = 0, c'est exactement le problème de trouver un
stable maximum dans un graphe. Si S est un stable de G, prendre pour
fonction y dé�nie par y(s) = ∞ pour s ∈ S, y(v) = 0 si v /∈ S, le problème
revient à minimiser x(U), pour U un ensemble de sommets bloquant des
S-chemins, problème connu sous le nom de coupe multi-terminale (multiway

cut). En choisissant pour y = k et x = 1, déterminer si le maximum est
strictement positif revient à déterminer si le graphe est k-solide, car dans
ce cas k.c(U) > |U | pour le maximum U , et réciproquement. En particulier,
pour k = 1 il s'agit du problème de trouver un ensemble éclatant.
Il se trouve que le problème du stable est polynomial sur les graphes sans
triplet astéroïdal [5], et que nous allons montrer comment résoudre la coupe
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multiterminale sur cette même classe de graphes. Nous conjecturons qu'il
est en fait possible de résoudre sur les graphes sans AT, non seulement le
problème de la solidité, mais aussi le problème plus général que nous venons
de dé�nir : (5.6). Nous en donnerons une solution dans le cas particulier des
graphes d'intervalles.

Soit G = (V,E) un graphe, et S ⊂ V un sous-ensemble indépendant de
sommets de G. Considérons le système suivant :

x(P ) ≥ 1 pour tout S-chemin P (5.7)

Un vecteur entier de ce système minimisant un objectif wx avec w positif est
donc un vecteur 0-1, caractéristique d'un bloqueur des S-chemins. Un vecteur
entier du dual de (5.7) pour une fonction de poids positive est un vecteur
caractéristique d'un (multi-)ensemble de S-chemins sommets disjoints. Nous
sommes intéressés par décider quand les optimums sont entiers, donc lorsque
le nombre maximum de S-chemins sous capacité w est égal au poids minimum
d'un bloqueur des S-chemins. Une condition su�sante est de montrer que le
système (5.7) est TDI.
Rappelons que trouver un packing maximum de S-chemin dans un graphe
quelconque n'est pas un problème di�cile. Mader [38] l'a résolu en donnant
la caractérisation suivante. Notons B(U) = N(U) \ U .

Théorème 5.4.1 (Mader, 1978). Soit G = (V,E) un graphe et soit S ⊆ V
un stable de G. Le maximum de S-chemins internement sommet-disjoints

est égal au minimum de

|U0|+
n∑
i=1

⌊
|B(Ui) \ U0|

2

⌋
pris sur toutes les partitions U0, . . . , Un de V \ S telles que tout S-chemin

intersecte U0 ou E(Ui) pour un certain i.

Notre problème revient donc à tenter de trouver une condition faisant
seulement intervenir U0 dans le cas de graphes particuliers. Notons que
nous pouvons trivialement supposer que les sommets de S n'ont pas de
voisins communs, puisqu'un tel sommet serait forcément pris une fois dans
le bloqueur, et routerait seulement des chemins de longueur 2 sans perte de
généralité. De même, pour tout s ∈ S, G\({s}∪N(s)) n'a pas de composante
connexe disjointe de S, puisque nous pouvons supposer que tout chemin passe
au plus une fois par N(s), et pour la même raison, une solution duale peut
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attribuer une valeur nulle à chaque sommet de cette composante. En�n, par
un raisonnement analogue, nous pouvons ignorer les arêtes de E(N(s)) pour
tout s ∈ S.
Pour tout G = (V,E) et S stable de G, nous dé�nissons un graphe auxili-
aire GS , par délétion de tous les sommets communs aux voisinages de deux
sommets de S, puis en contractant tous les sommets de V \ (S ∪N(S)), et
en�n en supprimant tous les sommets de S et toutes les arêtes appartenant
au voisinage d'un sommet de S. Il reste donc les voisins des sommets de S.
Le théorème suivant est une généralisation du théorème de Menger (pour
lequel |S| = 2) :

Théorème 5.4.2. Soit G un graphe et S ⊂ V un ensemble indépendant de

G. Alors le système (5.7) est TDI ssi le graphe GS est biparti.

Preuve. Si GS n'est pas biparti, soit C un cycle impair dans GS , et w ∈
{0, 1,+∞}V (G) la fonction dé�nie par :

w(u) =


1 si u ∈ V (C)
0 si u ∈ N(S) \ V (C)
+∞ sinon.

(5.8)

Alors, pour toute arête e ∈ E(C) il existe un chemin deG de même extrémité,
n'intersectantN(S) qu'en ses extrémités. Un packing fractionnaire maximum
de chemins peut donc être pris en prenant un tel chemin pour chaque arête
e ∈ E(C), et en l'étendant vers les sommets de S adjacents à ces extrémités.
Nous obtenons ainsi |E(C)| chemins, que nous prenons chacun avec un poids
1
2 , ce qui donne une solution valant |E(C)|

2 .
Puisque tous les S-chemins doivent passer ou bien par un sommet de N(S)\
V (C), ou bien par deux sommets de V (C), un bloqueur fractionnaire est
donné en prenant 1

2 sur les sommets de V (C), 0 ailleurs, donnant une solution

de valeur |E(C)|
2 aussi, prouvant l'optimalité de ces solutions non-entières,

donc le système n'est pas TDI.
Supposons maintenant que GS est biparti, de classes A et B, et soit w une
fonction de poids sur les sommets. Considérons une composante connexe C
de G\ (S∪N(S)). Si cette composante connexe est adjacente aux voisinages
de trois sommets distincts de S, alors GS ne pourrait pas être biparti car il
comprendrait un triangle. Donc C est adjacente à deux sommet u et v de S,
et sans perte de généralité, N(C) ∩ N(u) ⊆ A et N(C) ∩ N(v) = B. Donc
tout S-chemin dans G intersecte nécessairement A et B.
Soit G′ le graphe obtenu depuis G en supprimant les sommets de S et les
arêtes de E(N(s)) pour tout sommet s (puisque sans perte de généralité,
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Figure 5.8 � La longue gri�e.

aucun chemin n'est routé par ces arêtes), puis en ajoutant deux nouveaux
sommets s et t adjacents respectivement aux sommets de A et B. Alors, en
appliquant le théorème de Menger dans G′, w entre s et t, nous obtenons un
ensemble de chemins disjoints qui se transforme naturellement en packing de
S-chemins (car chacun intersecte A et B), et un bloqueur des (s, t)-chemins
de même valeur, qui bloque donc aussi les S-chemins. Ces solutions étant
entières, et ceci étant vrai pour toute fonction de poids w, le système est
TDI.

Appelons longue gri�e le graphe à 6 sommets présenté en Figure 5.8.
Nous aimerions donner une caractérisation par mineur exclu de la classe C
des graphes pour lesquels le système (5.7) est TDI. Plaçons-nous dans un cas
pour lequel ce système n'est pas TDI, c'est-à-dire que le graphe GS n'est pas
biparti. Il contient donc un cycle simple impair C. Considérons le graphe G′

obtenu par suppression des sommets ayant au moins deux voisins dans S,
par contraction des sommets de V (G)\ (S∪N(S)), puis par suppression des
sommets de N(S)\C. Nous avons donc V (G′) = S∪V (C), et G′ contient C.
Colorions de couleurs di�érentes les sommets de S, et attribuons à chaque
sommet de C la couleur de son voisin dans S. Tout sommet du cycle est
voisin d'exactement un sommet de S. Le cycle est proprement colorié, et ne
peut avoir des cordes uniquement entre deux sommets de même couleur.

Ceci nous suggère la dé�nition suivante. Soit Ak la classe des graphes
possédant un stable dominant T (c'est-à-dire T ∪ N(T ) = V (G)), et une
coloration des sommets tels que les sommets de T sont de couleurs distinctes,
et les arêtes incidentes à deux sommets de couleurs distinctes forment un
cycle couvrant deG\T .G′ appartient donc àA|C|. La longue gri�e appartient
à A3.

Théorème 5.4.3. Soit G un graphe, et T un stable de G. Le système x(P ) ≥
1 pour tout T -chemin P est TDI ssi G ne contient pas un graphe de Ak pour
k impair par mineur de sommet.

Preuve. Par la construction de G, nous avons montré une implication. Pour
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Figure 5.9 � Le graphe appelé fusée

l'autre, il su�t de montrer que pour tout graphe G de Ak avec k impair, le
système n'est pas TDI. Pour cela, choisissons le vecteur de poids constam-
ment égal à 1 sur les sommets de G. La solution x attribuant 1

2 à chaque

sommet du cycle impair C a une valeur de |C|2 . La solution duale consistant
à choisir yP = 1

2 pour tout T -chemin P de longueur 3 dont l'arête centrale
est dans C, a la même valeur, qui n'est pas entière car |C| est impair.

Nous ne présentons pas les preuves des résultats suivants, qui seront
disponibles dans un article prochainement. Nous pouvons aussi montrer que
A3 possède une in�nité de graphes minimaux par mineurs de sommets.

Théorème 5.4.4. Soit G un graphe, et T un stable de G. Le système x(P ) ≥
1 pour tout T -chemin P est TDI ssi G ne contient pas un graphe de A3 par

mineur de sommet.

Corollaire 5.4.5. Pour tout graphe AT-free G et pour tout ensemble in-

dépendant S ⊂ V (G), le système (5.7) est TDI.

Preuve. Les graphes AT-free sont fermés par contraction d'arête par dé�ni-
tion, et par mineurs de sommet par la Proposition 5.3.5, or les sous-graphes
minimaux exclus contiennent tous un triplet astéroïdal formé des représen-
tants de chaque couleur.

Pour conclure cette partie, mentionnons qu'en ajoutant la contraction
d'arêtes, il su�t d'exclure deux graphes pour avoir une classe sur laquelle le
système (5.7) est TDI. Introduisons le graphe fusée décrit en Figure 5.9, qui
appartient à A5.

Théorème 5.4.6. Soit G un graphe ne contenant pas de longue gri�e ni

de fusée par mineur de sommet et contraction d'arête, et S un ensemble

indépendant de G, alors le système (5.7) est TDI.



Chapitre 6

Tours et Cographes

Un cographe G est un graphe qui ne contient pas de P4 induit. Les
cographes admettent une décomposition qui va nous être utile : un cographe
avec au moins deux sommets est non-connexe ou bien son complémentaire
est non-connexe. De plus, les cographes étant par dé�nition une classe fermée
par sous-graphe induit, chacune des composantes connexes (de G ou de son
complémentaire) est elle-même un cographe. Nous introduisons alors la no-
tion de composition de graphes : soit G un graphe avec V (G) = {u1, . . . , un},
etH1, . . . ,Hn des graphes quelconques. La composition de G par H1, . . . ,Hn,
notée G[H1, . . . ,Hn], est le graphe dont l'ensemble des sommets est (ui, v)
tel que v ∈ V (Hi), avec (ui, v) adjacent à (uj , w) si uiuj ∈ E(G) ou
(i = j et vw ∈ E(Hi)). Ainsi, les cographes sont les graphes obtenus par
la construction suivante :

� Le graphe à un sommet est un cographe.
� Si H1, . . . ,Hn sont des cographes, Sn[H1, . . . ,Hn] et Kn[H1, . . . ,Hn]
sont des cographes.

On peut donc associer à tout cographe un arbre de décomposition, dont les
n÷uds internes représentent des cliques ou des stables de taille égale à l'arité
du n÷ud, et les feuilles sont les sommets du graphe. Cette décomposition est
connue sous le nom de décomposition modulaire de G (cette décomposition
se généralise à tout graphe, les cographes ayant la particularité de ne faire
appel qu'à des cliques et des stables). À tout n÷ud interne N est associé
l'ensemble des sommets V (N) correspondant aux feuilles dont ce n÷ud est
un ancêtre.

Le Corollaire 5.2.3 montre que notre système d'inéquation est TDI sur
les cographes. Nous allons montrer qu'il est possible de résoudre aussi bien
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le problème de trouver un tour optimal et une partition en ensembles écla-
tants de même taille dans le cas pondéré, que de résoudre le problème de
séparation (5.6). Dans les deux cas, on utilise un algorithme sur l'arbre de
décomposition modulaire du cographe.

6.1 Plus court tour pondéré

Rappelons la condition de Dirac pour l'Hamiltonicité d'un graphe :

Lemme 6.1.1 (Dirac). Tout graphe à n sommets de degré minimum supérieur

ou égal à n
2 est Hamiltonien.

En particulier, il est possible de trouver un cycle Hamiltonien dans ce
cas en temps polynomial.

6.1.1 Ensemble éclatant de dé�cience maximale

Montrons d'abord comment trouver un ensemble éclatant de dé�cience
maximale. Soit G un cographe connexe avec aux moins deux sommets. G se
décompose en Kn[H1, . . . ,Hn], avec H1, . . . ,Hn cographes soit réduits à un
point, soit non-connexes. Sans perte de généralités, on suppose |V (H1)| ≥
. . . ≥ |V (Hn)|. Si V (H1) ≤ |V (G)|

2 , alors tous les sommets ont degré au moins
|V (G)|

2 . Par le Lemme 6.1.1, il existe un chemin Hamiltonien, donc il n'existe
pas d'ensemble éclatant dans G.
Sinon, V (H1) contient plus de la moitié des sommets. Tout ensemble écla-
tant doit contenir les sommets de n− 1 composantes du complémentaire de
G. Pour être éclatant, un ensemble doit donc contenir

⋃n
i=2 V (Hi). Nous dé-

composons H1 = Sp[G1, . . . , Gp]. Soit S1, . . . , Sp les ensembles éclatants de
G, . . . , Gp respectivement, de dé�cience maximale, obtenu inductivement (si
Gi n'a pas d'ensemble éclatant, on prend Si = ∅).
Soit S =

⋃p
i=1 Si∪ (V (G)\V (H1)). Si S est éclatant, alors c'est un ensemble

éclatant de dé�cience maximale. En e�et, s'il n'est pas de dé�cience maxi-
male, il existe un ensemble S′ meilleur, contenant V (G) \ V (H1). S′ induit
alors sur chacun des Si un ensemble S′i. Le nombre de composantes créées
par S (resp. S′) est égal à la somme des composantes des graphes induits
par Gi − Si (resp. Gi − S′i). Il existe donc une valeur de i ∈ J1, pK tel que la
dé�cience de S′i soit strictement supérieure à celle de Si dans Gi, ce qui con-
tredit le choix de Si. En�n, si S n'est pas éclatant, il n'existe pas d'ensemble
éclatant pour la même raison : un ensemble éclatant induirait un meilleur
ensemble éclatant dans l'un des Gi. De plus, si tous les Si sont minimaux
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par inclusion, S aussi est minimal par inclusion (par rapport à sa dé�cience).
Plus généralement :

Lemme 6.1.2. Les ensembles éclatants du grapheKn[H1, . . . ,Hn] avec H1 =
Sp[G1, . . . , Gp] et |V (H1)| ≥ . . . |V (Hn)|, sont de la forme :

S =

n⋃
i=2

V (Hi) ∪
p⋃
i=1

Si (6.1)

où Si est soit un ensemble vide, soit un ensemble éclatant de Gi. La dé�cience
de S est alors la somme des dé�ciences des Si, moins |

⋃n
i=2 V (Hi)|.

Ce qui permet de décrire tous les ensembles éclatants, en utilisant la
décomposition modulaire :

Lemme 6.1.3. Tout ensemble éclatant de G est l'ensemble des feuilles d'un

sous-arbre enraciné T ′ de l'arbre T de décomposition modulaire, construit

selon la règle suivante : si N est un n÷ud de clique à n �ls qui appartient à T ′,
T ′ contient au moins n− 1 sous-arbres �ls de N entièrement. La dé�cience

d'un tel ensemble est alors le nombre de branches coupées (entre T et T ′)
moins le nombre de feuilles de T ′.

De plus, un ensemble éclatant de dé�cience maximale peut alors être
trouvé en temps polynomial dans tout cographe connexe, minimal par inclu-
sion, s'il en existe un.

Nous montrons que la longueur (en nombre de sommet) d'un tour mini-
mum des sommets de G est égale à la cardinalité de V (G) plus la dé�cience
de cet ensemble éclatant maximal. En e�et, par induction, il existe un tour
Ti sur chacun des Gi, de longueur |V (Gi)|+ defGi(Si). Chaque tour Ti peut
être décomposé en cGi(Si) − |Si| chemins sommet-disjoints (en supprimant
toutes les occurences multiples d'un sommet sauf une). Nous obtenons donc∑p

i=1 cGi(Si)−|V (H1)∩S| chemins disjoints couvrant V (H1). Nous utilisons
autant de sommets de V (H2) ∪ . . . ∪ V (Hn) pour créer un tour passant par
tous les sommets de G, qui aura donc pour longueur :

V (H1) + max{|V (H2) ∪ . . . ∪ V (Hn)|,
p∑
i=1

cGi(Si)− |V (H1) ∩ S|}

= max{|V (G)|,
p∑
i=1

cGi(Si)− |S|+ |V (G)|}

Nous venons donc de démontrer :
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Lemme 6.1.4. Sur les cographes connexes, λ(G) = π(G). On peut trouver

en temps polynomial un tour minimum et une partition maximum.

6.1.2 Cas général

Soit T l'arbre de décomposition modulaire d'un cographe G. Pour tout
n÷ud de clique A, dé�nissons µ(A) comme le nombre minimum de chemins
sommet-disjoints sur le sous-graphe de G induit par V (A), couvrant tous
les sommets, plus un si A est la racine. Pour la racine, cette valeur cor-
respond à un plus la dé�cience maximum d'un ensemble, pour les autres
n÷uds, il s'agit de la dé�cience maximum d'un ensemble sur le sous-graphe
induit par V (A) (il est facile de transformer un tour en ensemble de chemins
couvrants, en supprimant les occurences multiples des sommets, c'est donc
une conséquence du Lemme 6.1.4). Nous appelons dé�cience d'un graphe la
somme maximum des dé�ciences des parties d'une partition des sommets de
ce graphe.
Informellement et sans démonstration, un sommet descendant de A ne peut
pas être utilisé plus de µ(A) − 1 fois par un tour minimum, car µ(A) su�t
pour obtenir un chemin parcourant tous les sommets de A. Ainsi, pour tout
sommet v , la valeur minimale de µ(A) pour A contenant v borne le nombre
de passages d'un tour minimum par ce sommet. Nous allons montrer que l'al-
gorithme consistant à répliquer le sommet de poids minimum de l'ensemble
éclatant de dé�cience maximum, autant de fois que cette valeur, permet de
trouver le tour minimum (et un packing d'ensembles éclatants maximum).
Plus rigoureusement, notons la relation de récurrence suivante : si A est
un n÷ud de clique, B1, . . . , Bn les racines de ses �ls avec |V (B1)| ≥ . . . ≥
|V (Bn)|, et C1, . . . , Cp les racines des �ls de B1, nous avons, si R est la
racine :

µ(feuille) = 1 (6.2)

µ(A) = max{1, (
p∑
i=1

µ(Ci)−
n∑
i=2

|V (Bi)|} (A 6= R) (6.3)

µ(R) = max{1, (
p∑
i=1

µ(Ci)−
n∑
i=2

|V (Bi)|+ 1} (6.4)

Soit S l'ensemble de dé�cience maximum, minimal par inclusion. Soit u le
sommet de plus petit poids dans S. Soit A le n÷ud de T , ancêtre de u,
minimisant µ(A) (en cas d'égalité, on prend A au plus près de la racine).
Dé�nissons G′ le graphe obtenu en répliquant u en µ(A) copies adjacentes
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(on remplace la feuille u par une clique Cu de taille µ(A) dans l'arbre de
décomposition modulaire), toutes de poids w(u). Notons que par minimalité
de S, µ(A) ≥ 2, car sinon S \ V (A) a même dé�cience que S. Soit T ′ l'arbre
de décomposition modulaire de G′. Soit A′ le n÷ud de T ′ correspondant à
A (V (A) \ {u} = V (A′) \V (Cu)), µ(A′) = 1, donc A′ n'est pas contenu dans
l'ensemble éclatant de dé�cience maximal de G′. De même, les n÷uds an-
cêtres de A ont tous perdu µ(A)−1 en valeur pour µ (par les équations (6.3)
et (6.4)).
Démontrons par induction sur la dé�cience maximale de G que la solution
duale est de la forme suivante : il existe S1 ⊃ . . . ⊃ Sk tel que S1 est l'ensem-
ble de dé�cience maximal et :

yS1 = min
v∈S1

w(v)

ySi = min
v∈Si

w(v)− min
v∈Si−1

w(v)

y{v} = w(v)−
∑
Sj3v

ySj

yU = 0 sinon.

Si A est la racine de T , alors k = 1 et S1 = S convient. En e�et, il existe
un tour de poids w(V )+def(S)w(u) = w(V )+(µ(A)−1)w(u), correspondant
au tour Hamiltonien obtenu sur G′ (puisque G′ n'a pas d'ensemble éclatant).
La solution duale a pour valeur :

w(u).c(S) +
∑
v∈V

w(v)−
∑
v∈S

w(u) = w(V (G)) + w(u)(c(S)− |S|)

= w(V (G)) + w(u)def(S)

Il y a donc égalité, ce qui prouve l'optimalité des deux solutions.
Si A n'est pas racine de T , alors soit S1, . . . , Sk dé�nissant une solution
y′ pour G′ (par hypothèse d'induction, car G′ a une dé�cience inférieur de
µ(A)− 1 à celle de G).

∑k
i=1 y

′
Si
.cG′(Si) +

∑
u∈V (G′) y

′
u est égal au poids du

plus court tour de G′, qui est supérieur ou égal au poids d'un plus court tour
de G. Notons que S1 = S \ V (A) (A ayant été choisi au plus proche de la
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racine, cela suit de l'équation 6.3). Dé�nissons S0 = S et :

yS0 = w(u)

yS1 = min
v∈S1

w(v)− yS0 = y′S1
− w(u)

ySi = min
v∈Si

w(v)− min
v∈Si−1

w(v) = y′Si

y{v} = w(v)−
∑
Sj3v

ySj

yU = 0 sinon.

Notons que defG(Si) = defG′(Si), car u /∈ Ci ⊆ C1. De plus, S0 ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃
Sk avec S0 ensemble éclatant de dé�cience maximum, minimal par inclusion.
Il su�t donc de montrer que cette solution y dans G atteint la même valeur
que y′ dans G′. Appelons Obj la valeur atteinte par y, et Obj′ l'optimum
pour G′ atteint par y′. Soit u′ le sommet de poids minimum dans S1 \ S0.

Obj =
k∑
i=0

ySicG(Si) +
∑

v∈V (G)

y{v} (6.5)

=

k∑
i=2

y′Si
cG′(Si) + w(u)cG(S0) + (w(u′)− w(u))cG′(S1)

+
∑

v/∈S0\S1

y′v +
∑

v∈S0\S1

(y′v − w(u)) (6.6)

=

k∑
i=2

y′Si
cG′(Si) + y′S1

cG′(S1) + w(u)[cG(S0)− cG′(S1)]

+
∑

v∈V (G′)

y′v − w(u).|S0 \ S1| (6.7)

= Obj′ + w(u)[cG(S0)− cG′(S1)− |S0 \ S1| − µ(A)] (6.8)

= Obj′ (6.9)

Le passage de (6.7) à (6.8) tient compte des sommets répliqués de u. Pour
obtenir (6.9), on remarque que cG(S0) = cG(S1)−1+d où d est le nombre de
composantes créées par le retrait de S0 dans A, et donc d = µ(A)+1+|A∩S0|
donc cG(S0) = cG(S1) + µ(A) + |S0 \ S1|. Nous obtenons donc une solution
duale, de la forme désirée, d'une valeur atteignant la longueur d'un tour,
démontrant l'optimalité des deux. Ceci termine l'induction.
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Théorème 6.1.5. Pour tout cographe G connexe, λw(G) = σw(G) = πw(G).

Nous pourrions facilement déduire des raisonnements ci-dessus un al-
gorithme e�cace pour trouver le tour minimum et le packing d'ensembles
éclatants maximum.

6.2 Séparation

Le problème de séparation tel que nous l'avons généralisé est facile à ré-
soudre sur les cographes. En e�et, pour un cographe connexe, tout stable
est inclu dans une co-composante, et tout bloqueur d'un tel stable contient
toutes les autres co-composantes, plus un bloqueur de la co-composante con-
tenant le stable. Si G = K[G1, . . . , Gk], et Opti est l'optimum pour Gi, l'op-
timum pour G est donc donné par maxi∈J1,kKOpti + x(V (G)) − x(V (Gi)).
Nous en déduisons un algorithme récursif.
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Chapitre 7

Tours et graphes d'intervalles

7.1 Modi�cation de l'algorithme de Keil

Rappelons la dé�nition des graphes d'intervalles. Un graphe G est un
graphe d'intersection s'il existe une bijection des sommets de G vers une
famille F d'ensembles telle que deux sommets sont adjacents dans G ssi
leurs images dans F s'intersectent. Un graphe d'intervalle est un graphe
d'intersection d'intervalles de R (F est une famille d'intervalles réels).
Pour des raisons pratiques, nous allons représenter les graphes d'intervalles
par des arbres de cliques. Un graphe triangulé est un graphe sans Ck induit
pour k ≥ 4. L'arbre de cliques d'un graphe triangulé est un arbre dont les
sommets sont les cliques maximales de G, deux cliques étant adjacentes si
leur intersection est un séparateur. Il s'agit e�ectivement d'un arbre pour
les graphes triangulés connexes, avec la propriété que l'ensemble des cliques
contenant un sommet donné est un sous-arbre.
Les graphes d'intervalles sont des graphes triangulés. L'arbre de cliques des
graphes d'intervalles est une chaîne [21], et s'obtient comme produit de l'algo-
rithme de reconnaissance des graphes triangulés en temps linéaire de Booth
et Lueker [3]. Dorénavant, nous utiliserons donc la représentation en arbre
de cliques pour les graphes d'intervalles.
Nous commençons par expliquer une modi�cation d'un algorithme de Keil [29]
(qui fut généralisé par Damashke [8]), pour décider si G est Hamiltonien.
L'algorithme est modi�é pour construire un ensemble critique de sommets,
qui est éclatant lorsque le graphe n'est pas Hamiltonien.

Soit G un graphe d'intervalle connexe, donné sous la forme d'un arbre de
clique C1, . . . , Cp (dans l'ordre de la chaîne). Notons Si = Ci ∩ Ci+1 le iième



112 Tours et graphes d'intervalles

séparateur. Tout sommet de G appartient à des cliques successives, pour
u ∈ V , nous notons donc l(u) le plus petit indice tel que Ci contienne u, et
r(u) le plus grand de ces indices. Nous dirons que u � v (u est plus court

que v, ou v est plus long que u) si r(u) ≤ r(v), � est donc un préordre sur
V .
Nous présentons l'Algorithme 1 pour trouver un cycle Hamiltonien ou un
ensembe éclatant dans tout graphe d'intervalle connexe. Pour un chemin P
d'extrémité s et t, avec s � t, nous entendons par l'expression allonger P
vers u (adjacent à s) : former un nouveau chemin d'extrémité u et t, et con-
tenant P comme sous-chemin. Par la suite, nous noterons P · u le chemin
obtenu par l'allongement de P vers u

Le principe est de construire un chemin à partir de la gauche (disons)
de l'arbre de cliques, et d'ajouter itérativement les sommets d'un côté ou
de l'autre du chemin. Les choix sont e�ectués de manière gloutonne : nous
ajoutons toujours les sommets sur l'extrémité la plus courte du chemin, et
nous choisissons le plus court sommet possible à ajouter, qui doit donc être
adjacent à l'extrémité courte du chemin.

Prouvons d'abord des invariants simples, permettant de montrer que
toutes les opérations de l'algorithme sont valides, notamment les accès à A(u)
pour certains u. En particulier, il existe toujours un sommet dans C1 \ C2

(car G n'est complet), justi�ant l'initialisation de P .

Proposition 7.1.1. L'Algorithme 1 possède les invariants suivants :

(i) P est un chemin.

(ii) les deux extrémités de P sont dans Ci.

(iii) Tout sommet u tel que r(u) < i est dans V (P ).

(iv) Pour tout sommet u dans P , à la ligne 5, si u ∈ Si, A(u) est dé�ni.

(v) max r(u) pour u extrémité de P croît durant l'exécution de l'algorithme.

Preuve. (i) et (ii) C'est vrai à l'initialisation de P . Lors de l'ajout d'un
sommet u à l'étape i, u ∈ Ci donc les invariants sont conservés. Lors de
l'incrémentation de i, par la condition de la ligne 5, les deux extrémités
sont bien dans Ci+1, ce qui permet l'incrémentation.

(iii) Par la condition de la ligne 3, tout sommet dans Ci \ Ci+1 est bien
dans P lors de l'incrémentation de i vers i+ 1

(iv) Si u ∈ Si est ajouté à P lors de l'étape i, alors il est ajouté à la
ligne 8, et donc A(u) est dé�ni immédiatement après, donc sera bien
dé�ni lors des prochains passages à la ligne 5.
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Entrée : Un graphe d'intervalle G connexe non complet, donné par son
arbre de cliques C1, C2, . . . , Cp

Sortie : Un chemin Hamiltonien s'il en existe, un ensemble éclatant sinon.

Algorithme :
1: Soit P un chemin sur les sommets de C1 \ C2.
2: pour i de 1 à p− 1 faire
3: tant que il existe un sommet u ∈ Ci\(Ci+1∪V (P )) faire

4: Allonger P vers u
5: tant que une des extrémités de P n'est pas dans Ci+1

faire
6: si Si \ V (P ) 6= ∅ alors
7: Soit u le plus court sommet de Si \ V (P )
8: Allonger P vers u
9: si Si ∩ V (P ) \ {u} 6= ∅ alors
10: soit v le dernier sommet ajouté à P parmi Si ∩

P \ {u}
11: si aucun sommet n'a été ajouté à P après v et

avant u alors
12: A(u)← {u, v}
13: sinon
14: A(u)← A(v) ∪ {u}
15: sinon
16: A(u)← {u}
17: sinon
18: Soit v le dernier sommet de Si ajouté à P
19: retourner l'ensemble éclatant A(v)
20: Ajouter les sommets manquant de Cp \ P à P , fermer P en

un tour Hamiltonien, le retourner

Alg 1: Un algorithme déterminant un cycle Hamiltonien ou un ensemble
éclatant dans un graphe d'intervalle.
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(v) P est toujours étendu par l'extrémité la plus courte.

La terminaison de l'algorithme est assuré par le fait qu'on agrandit P
à chaque itération d'une boucle tant que. Une conséquence immédiate des
invariants et de la terminaison est que si l'algorithme dit retourner un cycle
Hamiltonien, il s'agit e�ectivement d'un cycle Hamiltonien. Il faut main-
tenant montrer que si l'algorithme retourne un ensemble à la ligne 19, il
s'agit e�ectivement d'un ensemble éclatant. Ceci nécessite le lemme suiv-
ant :

Lemme 7.1.2. Soit u un sommet ajouté à l'itération i avec u ∈ Ci+1. Alors

le nombre de composantes connexes de V (P · u)− A(u) dans le sous-graphe

de G induit par P · u est au moins |A(u)| − 1, et V (P · u) ∩ Si ⊆ A(u).

Preuve. Par induction sur l'ordre d'insertion des sommets dans P . Soit u tel
que A(u) est dé�ni. Nous distinguons trois cas :

� A(u) est dé�ni à la ligne 16. La condition sur le nombre de composantes
est évidente puisque |A(u)| = 1, et V (P ) ∩ Si = {u} ⊆ A(u).

� A(u) est dé�ni à la ligne 14 par A(u)← A(v)∪ {u}, lors de l'itération
i. Dans ce cas, v est le dernier sommet autre que u ajouté à P qui
soit dans Si ∪V (P ). Soit U l'ensemble des sommets ajoutés après v et
avant u à P , U 6= ∅ par la condition de la ligne 11. Soit j l'itération
pendant laquelle v a été ajouté à P . Pour tout w ∈ U , w /∈ Si car v
est le dernier ajouté dans Si ∪ V (P ). En particulier, w est plus court
que v, donc w /∈ Sj par choix de v lors de l'itération j.
Soit P ′ l'état du chemin après l'ajout de v. Par hypothèse d'induction,
Si ∩ V (P · u) = Si ∩ (V (P · u)− U) ⊆ Si ∩ (V (P ′) ∪ {u}), donc V (P ·
u) ∩ Si ⊆ A(u). De plus, pour tout w ∈ U , j < l(u) ≤ r(u) ≤ i, donc
les sommets de U ne sont donc pas adjacents aux composantes créés
par A(v) dans le sous-graphe induit par P ′. Le nombre de composantes
connexes de V (P · u)−A(u) dans le sous-graphe de G induit par P · u
est égal au nombre de composantes créés par A(v) dans le sous-graphe
induit par P ′, plus un pour la composante induite par U , ce qui est
donc supérieur ou égal à |A(u)| − 1.

� A(u) est dé�ni à la ligne 12 par A(u) ← {u, v}, lors de l'itération i.
Il su�t donc de montrer que Si ∩ P = {u, v}. L'ajout de u à P a été
provoqué par l'existence d'une extrémité w de P juste avant l'ajout
de u, telle que w ∈ Ci \ Ci+1. De plus w a été ajouté à P avant v,
par la condition de la ligne 11. D'après le (v) de la Proposition 7.1.1,
tous les sommets ajoutés avant v sont plus courts que w, ce qui prouve
Si ∩ P = {u, v}.
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Théorème 7.1.3. L'Algorithme 1 est correct.

Preuve. Comme remarqué précédemment, il su�t de montrer que si l'algo-
rithme retourne un ensemble S = A(v) à la ligne 19 lors de l'itération i, S
est un ensemble éclatant. Comme Ci \Ci−1 est non-vide (C1 si i = 1), il y a
deux cas :

� v a été ajouté à P pendant l'itération i. Par (v) de la Proposition 7.1.1,
aucun sommet de P \ {v} n'appartient à Si, v est un point d'articula-
tion, et A(v) = {v}.

� l'ensemble U des sommets ajoutés après v à P est non-vide. Comme
dans la preuve du Lemme 7.1.2 aucun sommet de U n'appartient à
Si par choix de v à l'itération i, donc tous les sommets de U sont
strictement plus courts que v, et donc aucun d'eux n'appartient à Sj ,
avec j l'itération pendant laquelle v a été ajouté au chemin. De plus,
il existe un sommet w ∈ Cp \Cp−1. Les composantes connexes induites
par V (G) − S sont donc celles induites par S dans le sous-graphe de
G induit par Pv, plus U , plus au moins une composantes contenant
Cp \ Cp−1, soit au moins S + 1 composantes par le Lemme 7.1.2.

Dans les deux cas, S est un ensemble éclatant.

Corollaire 7.1.4 (Manacher, Mankus, Smith, 1996). Soit G un graphe d'in-

tervalles connexe. G est non-Hamiltonien ssi G possède un ensemble éclatant.

Manacher, Mankus et Smith [39] utilisent un algorithme assez proche,
qui lui aussi construit un chemin en forme de U , et cherche un ensemble
éclatant avec une technique similaire. Cependant, les deux algorithmes sont
di�érents dans l'ordre d'insertion des éléments dans les chemins. De plus, ils
utilisent une procédure annexe pour calculer l'ensemble éclatant. On pour-
rait aussi étendre leur algorithme que nous allons le faire pour le notre a�n
de trouver une partition d'ensembles éclatants optimale. Notre formalisme
parait néanmoins plus simple à manipuler. D'autre part, Habib, Möhring et
Steiner [23] donnent un algorithme sur les graphes de co-comparabilité, dont
celui que nous donnons semble être une instanciation au cas particulier de
la recherche d'un cycle Hamiltonien sur un graphe d'intervalle.

Les Figures 7.1 à 7.12 donnent un exemple de l'exécution de l'algorithme
sur un graphe d'intervalle à 23 sommets. Les cliques maximales sont représen-
tées par des rectangles gris, les sommets par des intervalles parcourant ces
cliques. Les sommets noirs sont ceux qui n'appartiennent pas encore à P , les
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Figure 7.1 � On initialise le chemin avec a, puis on ajoute b et c, avec A(b) =
{b}, A(c) = {b, c} créant une composante avec a. État du chemin :
bac
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Figure 7.2 � Il faut remplacer b comme extrémité de chemin, puisqu'il n'apparait
pas dans C3, on ajoute d, A(d) = {d} (ligne 16). État du chemin :
dbac
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Figure 7.3 � Il faut remplacer c qui n'apparait pas dans C3, on ajoute f , A(f) =
{d, f} (ligne 12). État du chemin : dbacf
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Figure 7.4 � Dans C3, on doit placer e après d, puis n. A(n) = A(f) ∪ {n} =
{d, f, n}. e forme une nouvelle composante. État du chemin : ned-
bacf
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Figure 7.5 � Dans C4, on doit placer g, puis q. A(q) = A(n)∪{q} = {d, f, n, q}.
g forme une nouvelle composante. État du chemin : nedbacfgq
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Figure 7.6 � Dans C5, on doit placer h, puis i. A(i) = A(q)∪{i} = {d, f, n, q, i}.
h forme une nouvelle composante. État du chemin : ihnedbacfgq
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Figure 7.7 � Dans C6, on doit remplacer i par j, puis k. A(k) = A(q) ∪ {k} =
{d, f, n, q, k}. h, i, j forment une nouvelle composante. État du
chemin : kjihnedbacfgq
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Figure 7.8 � Dans C7, on doit remplacer k par m. A(m) = A(q) ∪ {k} =
{d, f, n, q,m}. h, i, j, k forment une nouvelle composante. État du
chemin : mkjihnedbacfgq
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Figure 7.9 � Dans C8, on doit remplacer m par l puis w. A(w) = A(q)∪{w} =
{d, f, n, q, w}. h, i, j, k,m, l forment une nouvelle composante. État
du chemin : wlmkjihnedbacfgq



7.1 Modi�cation de l'algorithme de Keil 119

a
b
c

d
e

f

i
k l

m

n

o
p

q

g h
j

r
s
t

u
v

w

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 C10 C11 C12C9

Figure 7.10 � Il ne se passe rien dans C9. Dans C10, on place o, p, u dans cet
ordre. A(u) = A(w) ∪ {u} = {d, f, n, q, w, u}. o, p forment une
nouvelle composante. État du chemin : wlmkjihnedbacfgqopu
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Figure 7.11 � Dans C11, on place r puis v. A(v) = A(u) ∪ {v} =
{d, f, n, q, w, u, v}. r forme une nouvelle composante. État du
chemin : wlmkjihnedbacfnqopurv. Dans cette situation, on atteint
la dernière clique, le cycle Hamiltonien trouvé est wlmkjihned-
bacfgqopurvstw.
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Figure 7.12 � Si s et t sont disjoints, il faudrait ajouter s après v, puis l'algo-
rithme ne trouve pas de candidat et retourne l'ensemble éclatant
A(v) = {d, f, n, q, u, v, w}. L'une des composantes est formée par
s, et une autre par t.
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sommets rouges correspondent à A(u) avec u le dernier sommet ajouté à P .
Les lettres identi�ants chaque sommet sont en bleu lorsque le sommet est à
l'intérieur de P , et en rouge s'il s'agit d'une extrémité de P . La coloration
en bleu et vert des intervalles permet de bien distinguer les composantes
connexes du graphe induit par V (Pu)−A(u).

7.2 Partition en ensembles éclatants

Nous aimerions maintenant montrer que λ(G) = π(G) lorsque G est un
graphe d'intervalle. Pour cela nous allons donner un algorithme, conçu à
partir de l'Algorithme 1, qui trouve un tour de longueur minimale, et une
partition de V (G) en ensembles maximisant la somme des dé�ciences, qui
sera alors égale à la longueur du plus court tour, ce qui sera su�sant d'après
les inéquations (5.1). Remarquons que l'Algorithme 1 lorsqu'il trouve un en-
semble éclatant, contruit aussi un cycle sur une partie des sommets de G (le
chemin P , qui peut être fermé en un cycle).

Entrée : Un graphe d'intervalle G connexe.

Sortie : Un tour minimal de G et une partition de V (G) maximisant la
somme des dé�ciences.

Algorithme :
1: si G est Hamiltonien alors
2: Retourner un cycle Hamiltonien, et {{v} : v ∈ V }
3: sinon
4: Soit S l'ensemble éclatant retourné par l'Algorithme 1, et

C le cycle sur une partie U ⊆ V (G) obtenu.
5: Soit u un plus long sommet de S
6: Trouver récursivement un tour et une partition P ′ opti-

mals pour G[(V (G) \ U) + u]
7: Fusionner le tour avec le cycle C par le sommet u
8: Retourner ce tour et la partition (P ′−{Pu})∪{Pu∪S}∪

{{v} : v ∈ U \S}, où Pu est la partie de P ′ contenant u.

Alg 2: Un algorithme permettant de trouver un tour de longueur mini-
male et une partition de dé�cience maximale dans un graphe d'in-
tervalle.
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L'algorithme commence par déterminer si le graphe est Hamiltonien.
Dans ce cas, la solution est évidente. Sinon, l'Algorithme 1 détermine un
ensemble éclatant S et un tour des sommets de C1 ∪ . . .∪Ci = U (le i étant
l'indice de la dernière itération de l'Algorithme 1). L'idée est d'utiliser deux
fois dans le tour de G le sommet le plus grand de S, puisque de toute façon
un des sommets de S devra être utilisé plus d'une fois, et que celui-ci est
susceptible d'être le plus utile pour connecter le reste du graphe. Nous ap-
pelons donc l'algorithme récursivement sur G′ = G[(V (G) \U) + u]. Le tour
ainsi trouvé peut être raccroché au tour de U par le sommet commun u, et
la partition peut être fusionné avec la partition {S} ∪ {{u} : u ∈ U \S} de
U , formant alors une partition de V (G) notée P.

Pour montrer la correction de cette méthode, il su�t de montrer que la
somme des dé�ciences pour P est supérieure de 1 à celle de P ′ (puisqu'on a
utilisé u une fois de plus).

Proposition 7.2.1. Soit P ∈ P ′ ne contenant pas u, alors cG(P ) = cG′(P ).

Preuve. Dans G′, les composantes de G′−P ne contenant pas u ne peuvent
pas contenir de sommet dans N(u) \ P . Puisque u est le plus long sommet
de U , tout sommet de V (G′) adjacent à un sommet de Si est adjacent à U ,
ces composantes ne peuvent donc pas intersecter U .

Lemme 7.2.2. defG(Pu ∪ S) = defG′(Pu) + 1

Preuve. Nous le démontrons par récurrence sur le nombre d'appel récursif, en
même temps que la propriété suivante : pour toute partie P ∈ P, c(P )−|P | ≥
0. Cette dernière est vraie pour les singletons, et reste vrai pour les parties
ne contenant pas u par la Proposition 7.2.1. Nous l'utilisons pour montrer
que la dé�cience de la partie contenant u augmente strictement, donc entre
autres est strictement positive.

defG(Pu ∪ S) = cG(Pu ∪ S)− |Pu ∪ S|
= cG′(Pu) + (cG(S)− cG′({u}))− (|Pu|+ |S| − 1)

= cG′(Pu)− |Pu|+ cG(S)− |S| − cG′({u}) + 1

= defG′(Pu) + (defG(S)− cG′({u})) + 1

= defG′(Pu) + 1

car defG(S) = cG′({u}), puisque nous avions exhibé |S| composantes de
G− S dans U \ S.
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Théorème 7.2.3. L'Algorithme 2 est correct : le tour et la partition re-

tournés sont optimaux, et λ(G) = π(G).

Preuve. Si G est Hamiltonien, la dé�cience de la partition est de 0, donc
π(G) = |V | = λ(G).
Si G n'est pas Hamiltonien, par récurrence sur le nombre d'appel récursif, la
longueur l du tour trouvé est égal à |V | plus la somme des dé�ciences de la
partition.

7.3 Graphes d'intervalles avec sommets optionnels

Nous montrons qu'une légère modi�cation dans les Algorithmes 1 et 2
permet de résoudre le problème avec sommets optionnels, tel que dé�ni en
Section 5.3. Dans le cas simple, sans optionnalité, étudié précédemment, la
longueur du chemin le plus court était donné par la partition maximisant
la somme de la fonction c. Avec les sommets optionnels, c'est la partition
maximisant la somme de c̃ qui donne la longueur d'un plus court tour. La
preuve se fait par induction sur le nombre de sommets optionnels et sur la
taille de G. Nous prouvons qu'il existe un tour des sommets obligatoires et
une partition tel que le nombre de passages du tour par chaque partie de la
partition est exactement la valeur de c̃G pour cette partie.
Nous exécutons l'Algorithme 1 en ignorant les sommets optionnels. Si l'algo-
rithme trouve un tour Hamiltonien, la partition optimale consiste à prendre
les singletons. Sinon, l'algorithme échoue à l'itération i, avec un cycle C et
un ensemble S′ = A(u) s'il existe un sommet dans Si ∩ Ṽ , S′ = ∅ sinon.
Dé�nissons S = S′ ∪ (

⋃
j∈J1,iKCj \ Ṽ ), obtenu en ajoutant des sommets op-

tionnel à S′. Ainsi, c̃G(S) vaut au moins |S′|+ 1, puisque S est un ensemble
éclatant dans G \ U (et si S′ = ∅, c̃G(S) vaut au moins 2).
La même intuition que dans le cas sans sommet optionnel se révèle correcte :
nous choisissons un sommet u parmi les plus longs de S, si possible un obli-
gatoire.

Si e�ectivement u est un sommet obligatoire, par l'hypothèse d'induction
(l'algorithme est appliqué récursivement) surG′ = G[(V (G)\(S∪V (C)))+u],
nous trouvons un tour T ′ deG′ et une partition P ′. T ′ et C possède le sommet
u en commun, et peuvent être donc liés en un tour T de G. Comme dans
le cas où tous les sommets sont obligatoires, nous contruisons la partition
P en reprenant les parties de P ′ ne contenant pas u et en ajoutant S à
la partie contenant u, les autres sommets étant ajoutés comme singletons.
Toute partie P de P ′ ne contenant pas u véri�e c̃G(P ) ≥ c̃G′(P ), puisque u
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est le plus long des sommets de C. Pour la partie Pu contenant u, à laquelle
S′ est ajouté, les composantes connexes de Pu dans G′ sont conservées, et les
composantes de S dans G aussi, sauf celles contenant (Ci+1 ∪ . . . ∪ Cn) \ Si
dont le nombre est égal à c̃G(S′)− |S′| ≥ 1. Ainsi :

c̃G(Pu ∪ S) = c̃G′(Pu) + c̃G(S)− (c̃G(S)− |S′|) (7.1)

= c̃G′(Pu) + |S′| (7.2)

Le premier terme de (7.2) correspond au nombre de passages de T ′ parmi
les sommets de Pu, le second terme au nombre de passages de C parmi les
sommets de S. Au �nal, ceci prouve que le nombre de passages du tour par
n'importe quelle partie de P est bien la valeur de c̃G sur cette partie, ce qui
termine le premier cas.

Si u est un sommet optionnel, nous relançons l'algorithme sur (G, Ṽ ∪
{u}). Par hypothèse d'induction, puisque le nombre de sommets optionnels
a diminué, il existe un tour T de G et une partition P ′ de même valeur.
Si la partie Pu contenant u contient un autre sommet, c̃G(Pu) a la même
valeur pour les ensembles d'obligatoires Ṽ ou Ṽ +∪{u}, il n'y a donc rien à
prouver. Sinon, Pu = {u}. Supposons alors qu'il existe un sommet s ∈ S tel
que s n'appartiennent pas à un singleton dans P ′, notons T cette partie. En
tant qu'ensemble déconnectant, T est l'union de séparateur minimaux de G,
autrement dit il existe un sous-ensemble I de J1, n− 1K tel que T =

⋃
i∈I Si.

Puisque u n'est pas dans T (car Pu = {u}), I et Jl(u), r(u)−1K sont disjoints.
Notons T− :=

⋃
i∈I,i<l(u) Si et T

+ :=
⋃
i∈I,i≥r(u) Si, T

+ et T− forment une
partition de T (par le choix de u comme étant le plus long sommet de Si).
De plus, si l'ensemble des obligatoires contient u, on a c̃G(T+) + c̃G(T−) ≥
c̃G(T )+1 car la composante contenant u est compté deux fois. Ceci contredit
la maximalité de la partition P ′, partition maximale par l'existence de T .
Ainsi, tous les éléments de S sont des singletons dans P ′, Pest alors dé�ni en
retirant ces singletons et en ajoutant la partie S. La valeur de cette partition
pour c̃G est alors la même que la valeur de la partition P ′ avec u obligatoire,
ce qui prouve l'optimalité de cette partition et du tour T .

Ceci démontre :

Théorème 7.3.1. Soit G un graphe d'intervalle et Ṽ un sous-ensemble de

sommets de G. La longueur minimum d'un tour passant par tous les sommets

obligatoires est égal au maximum de la somme de c̃G pris sur toutes les

partitions de V (G).

De plus, on peut trouver le tour minimum et la partition maximum en
temps polynomial.
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7.4 Séparation

Nous donnons maintenant un algorithme pour résoudre le problème (5.6) :

max
S,U

y(S)− x(U)

avec S décrivant les stables de G, et U bloqueur des S-chemins, avec x
et y deux vecteurs positifs. Rappelons que ceci permet de calculer aussi
la solidité du graphe d'intervalle, en particulier déterminer s'il existe un
ensemble éclatant, ainsi que trouver un stable maximum.
Notre algorithme est dynamique et procède sur l'arbre de clique. Remarquons
que pour une solution S,U , U est l'union de plusieurs séparateurs minimaux
car x est positif, et que les séparateurs minimaux d'un graphe d'intervalle
correspondent aux arêtes de l'arbre de cliques. S est alors constitué, d'au
plus un sommet entre deux séparateurs minimaux inclus dans U , consécutifs
dans l'arbre de cliques. Soit C1, C2 . . . , Cn l'arbre de clique de G. Rappelons
que Si, pour i ∈ J1, n − 1K, est le séparateur minimal V (Ci) ∩ V (Ci+1),
et Gi le graphe induit par V (C1) ∪ V (C2) . . . ∪ V (Ci) pour i ∈ J1, nK. Par
commodité, on pose S0 = Sn = ∅. Pour tout i ∈ J1, nK, nous calculons le
maximum M(i) de y(S) − x(U) avec S un stable de Gi et U bloqueur des
S-chemins contenant Si, mais pas Si+1, . . . , Sn−1 (en particulier, U et S sont
disjoints).
Pour 0 ≤ i < j, notons y(i, j) le maximum de {y(u) : u ∈ Ck, k ∈ Ji +
1, jK, u /∈ Si ∪ Sj}, autrement dit la maximum atteint par y sur les sommets
strictement entre le iième et le jième séparateur, et 0 s'il n'existe pas de tel
sommet. Alors pour tout i < j :

M(i) = max{y(0, i)− x(Si), max
j∈J1,i−1K

M(j)− x(Si \ Sj) + y(j, i)} (7.3)

Autrement dit, le problème se décompose selon le dernier séparateur Sj pris.
Il y a i − 1 séparateurs possibles, plus la possibilité de ne pas prendre de
séparateur. Si j atteint le maximum pour le calcul de M(i), on obtient le
bloqueur correspondant à la solution de M(i) en ajoutant Si au bloqueur de
M(j) et le stable s'obtient en ajoutant le sommet dé�nissant y(j, i).

Théorème 7.4.1. Pour les graphes d'intervalles,M(n) est égal au maximum

de (5.6), et peut être calculé en temps polynomial.

Preuve. Plus généralement, nous montrons que M(i) est le maximum de
y(S)− x(U) avec S un stable de Gi et U bloqueur des S-chemins contenant
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Si comme nous l'avons prétendu. Par récurrence sur i. Soit Opt le maximum
pour i, atteint pas Sopt, UOpt. Notons que M(i) correspond à une solution
réalisable par construction. Si SOpt ne contient qu'un seul sommet, Opt est
trivialement égal à y(0, i) − x(Si), donc puisque Opt ≥ M(i) ≥ Opt, M(i)
est lui-même optimal.
Sinon, soit j < i maximum tel que Sj ⊆ UOpt, alors SOpt \ (Cj+1 ∪ . . . ∪
Ci), Uopt \ (Si \Sj)) dé�nit une solution pour le rang j, donc de valeur égale
à M(j). Alors :

Opt = M(j) + y(SOpt ∩ (Cj+1 ∪ . . . ∪ Ci))− x(Si \ Sj) (7.4)

≤M(j) + y(j, i) + x(Si \ Sj) (7.5)

≤M(i) ≤ Opt (7.6)

Donc M(i) est bien maximum. Le caractère polynomial de cet algorithme
est évident.

En supposant que les calculs de y(j, i) et x(Si \ Sj) sont instantanées,
la complexité pour calculer M(n), optimum recherché, est en O(n2). Nous
pouvons l'obtenir en précalculant y(j, i) et x(Si \ Sj). Pour cela, il faut dé-
tailler la représentation des graphes d'intervalles que nous utilisons. Nous
codons chaque sommet u par les indices minimum (l(u)) et maximum (r(u))
des cliques le contenant. De plus, pour chaque clique Ci nous est donné la
liste des sommets d'indice minimum i (Ci \Si−1), et la liste de ceux d'indice
maximum i (Ci \ Si).
Un sommet appartient à Si \ Sj ssi l(u) ≤ i < r(u) ≤ j. Véri�er qu'un
sommet appartient à un séparateur est donc instantané. De même, véri�er
l'appartenance à une clique l'est aussi. Pour chaque i ∈ J1, nK, nous calculons
pour tout j ∈ J1, i − 1K la valeur de x(Si \ Sj) en temps O(|V |) de la façon
suivante. Nous parcourons l'ensemble des cliques de C1 à Cn dans l'ordre,
en maintenant un compteur X initialement nul. Lors de la kième itération,
pour chaque sommet u de (Ck \Sk−1)∩Si+1, X est augmenté de x(u). Pour
chaque sommet u de (Ck \ Sk) ∩ Si, nous retranchons x(u) de X. Puis la
valeur courante de X est a�ecté à x(Si \ Sj). Chaque sommet voit sa valeur
pour x ajouté et retiré au plus une fois, donc pour chaque valeur possible
de i le temps de calcul est O(|V |), pour un temps total de O(n|V |). Le cal-
cul des y(j, i) est similaire : à i �xé, les cliques C1, . . . Ci sont parcourues
dans l'ordre inverse, en gardant un compteur Y initialement égal à −∞.
Lors de l'itération sur la clique Ck, Y est remplacé par le maximum de Y et
max y(u) : u ∈ Ck \ (Sk−1 ∪ Si), puis la valeur courante de Y est a�ecté à
y(k, i). Le temps total est à nouveau O(n|V |). La complexité �nale de notre
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problème est donc bien O(n|V |).



Quatrième partie

Conclusion





Chapitre 8

La �n du début

Ce travail ouvre bien plus de questions qu'il n'en ferme. Sur les problèmes
de multi�ots, le tableau proposé devrait permettre de satisfaire l'appétit des
amateurs pendant encore quelques années ; l'objectif ultime sera de résoudre
le problème de l'aller-retour de Schrijver. La frontière entre polynomialité
et NP-complétude reste assez �oue dans plusieurs autres cas. Trouver des
chemins disjoints dans les graphes planaires semble relativement simple dès
lors que les chemins ne peuvent se croiser. Nous avons tenté d'étendre les
résultats de Schrijver, qui cherche des chemins dans des classes d'homotopie
�xées, pour prendre en compte les croisements. En faisant abstraction de la
localisation des croisements, nous avons obtenu un résultat de pseudopoly-
nomialité dans un cas assez contraint. Ce résultat pourrait naturellement
s'étendre vers un algorithme polynomial. Une direction possible pour cela
est d'analyser plus �nement la structure du graphe planaire, en prenant en
compte le fait qu'il ne possède qu'un nombre �xe de sources et de puits (les
terminaux des demandes). Il semble raisonnable de croire que des techniques
de réduction de certaines parties du graphe en petits graphes équivalents du
point de vue du routage pourraient donner des algorithmes paramétrés e�-
caces. Par ailleurs, nous avons renforcé les résultats de NP-complétude, en
montrant que plusieurs variantes du problème sont di�ciles avec seulement
deux demandes.
Une des clés pour bien comprendre les cas encore ouverts semble être l'étude
des croisements entre les chemins. Par exemple, dans le cas du problème
de l'aller-retour, est-il possible de trouver des descriptions simples de com-
ment les deux chemins peuvent se croiser, et à partir de là en déduire un
algorithme ? Nous avons aussi montré à quel point les croisements jouent
un rôle dans nos résultats de NP-complétude. L'idée de contraindre certains
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sommets à ne pas pouvoir croiser de chemins permet de dé�nir plusieurs
nouveaux problèmes. En particulier, permettons-nous de poser le problème
suivant : quelle est la complexité du routage de chemins arête-disjoints, où
tous les terminaux sont sur le bord d'une grille rectangulaire complète, mais
où les croisements ne sont autorisés que sur un sous-ensemble précis de som-
mets ? Nous pensons que notre preuve de NP-complétude pour deux arêtes
de demandes dans les graphes non-orientés planaires peut s'adapter pour
traiter ce cas, mais plusieurs di�cultés techniques nous bloquent encore.
Pour �nir sur les chemins disjoints, rappelons que les problèmes que nous
avons étudiés sont, en un sens, les plus simples : nous n'avons gardé que
des paramètres naturels, et nous les avons étudié dans un contexte de décid-
abilité. Notre étude est donc (volontairement) très ciblée, et peut s'étendre
dans diverses directions. Nous n'avons par exemple pas du tout abordé les
problèmes de maximisation, et donc d'approximation. Nous n'imposons rien
sur la nature des �ots, si ce n'est l'intégralité, mais plusieurs applications ex-
igent toutefois des conditions supplémentaires, en restreignant notamment
les chemins envisageables.
Le problème de tours graphiques et d'inégalités d'ensembles éclatants nous
semble très prometteur. Non seulement parce que nous avons, avec Vincent
Jost, plusieurs conjectures élégantes, mais aussi parce que notre problème
paraît être à la croisée de nombreux problèmes classiques de l'optimisation
combinatoire, en leur donnant un éclairage particulier. Ceci nous laisse es-
pérer une profondeur que nous ne soupçonnions pas au début de notre étude.
Prouver l'intégralité du polyèdre correspondant aux empilements d'ensem-
bles éclatants dans les graphes d'intervalle ne pourra être qu'une étape. Il
est probablement assez simple d'établir notre bonne caractérisation dans les
graphes de cocomparabilité, comme nous l'avons fait dans les graphes d'in-
tervalle. Le vrai dé� est plutôt posé par les graphes sans triplet astéroïdaux,
puisque dans cette classe, le problème de l'hamiltonicité est ouvert. Il y a
pourtant de belles raisons d'espérer ; l'activité autour de ces graphes s'est
intensi�é ces dernières années.
L'idée de choisir une bonne caractérisation puis chercher quels graphes possè-
dent cette caractérisation n'est pas originale en soit. Nous avons cité comme
source d'inspiration le travail de Fonlupt et Naddef [13], nous pourrions
ajouter par exemple toute la théorie des graphes parfaits, qui sont ceux
pour lesquels l'indice chromatique est caractérisée par les cliques. Mais cette
idée est encore sous-exploitée. Nous avons vu par le Théorème 5.4.2 com-
ment dans certains graphes le Théorème 5.4.1 de chemins-disjoints de Mader
admet une caractérisation plus simple. Il ne s'agit pas ici de trouver un nou-
veau cas de polynomialité, mais seulement de manipuler des objets moins
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complexes. Une conséquence immédiate est que sur cette classe de graphes,
trouver les chemins disjoints se réduit à résoudre un problème de �ot, et
non-plus un problème de couplage pondéré. La complexité algorithmique est
donc réduite. Rechercher des caractérisations simples de problèmes même
polynomiaux nous semble donc être une ligne de recherche viable et pleine
d'intérêt, et nous réservant probablement encore de jolies surprises.
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Résumé. L'étude des cycles, �ots et chemins des graphes est intimement
liée au développement de l'optimisation combinatoire. Dans l'introduction
nous mettons en parallèle ces concepts à partir de résultats classiques, et les
deux autres parties de la thèse développent les nouveaux résultats dans deux
directions di�érentes.
La première porte sur les problèmes d'existence de multi�ots entiers. Plusieurs
paramètres naturels s'appliquent à ces problèmes, générant plus d'une cen-
taine de cas. Après un rappel des résultats de la littérature sous une forme
synthétique, nous résolvons plusieurs problèmes ouverts. En particulier, nous
montrons que trouver deux �ots disjoints dans les graphes planaires est
un problème NP-complet. Nous donnons aussi un algorithme polynomial
pour router les digraphes planaires acycliques eulériens, lorsque le nombre
de classes d'arcs de demande est �xé.
Ensuite, nous nous intéressons au problème consistant à trouver une plus
courte marche fermée passant par tous les sommets d'un graphe. Spéci�que-
ment, nous cherchons à caractériser les graphes pour lesquels une bonne
caractérisation est donnée par des empilements d'ensembles éclatants. Nous
présentons quelques résultats de nature polyédrale, puis étudions le cas des
cographes et des graphes d'intervalles.
Mots-clés. �ot, multi�ot entier, chemin disjoint, graphe planaire, graphe
eulérien, cycle hamiltonien, ensemble éclatant, solidité.

Optimal Routings : Tours, Flows and Paths.

Abstract. The study of cycles, �ows and paths in graphs is closely related
to the development of combinatorial optimization. In the introduction, we
explicit this relationship by using classical results, and the two next parts
develops new results in two distinct directions.
First, we look at problems of existence of integer multi�ow. Many parameters
can naturally be applied to them. By combination they yield a hundred dis-
tinct cases. We present the state of the art in a synthetic way, and then prove
some new results. We prove the NP-completeness of �nding two disjoint �ows
in planar graphs. We also give an algorithm for solving multi�ow problems in
acyclic digraphs with Euler condition, when the number of classes of demand
is bounded.
Then, we consider the problem of �nding a shortest spanning closed walk.
More precisely, when does this problem admit a good caracterisation based
on packing of scattering sets ? We give some polyhedral results, and investi-
gate the case of cographs and interval graphs.
Keywords. �ow, integer multi�ow, planar graph, Eulerian graph, Hamilto-
nian cycle, scattering set, toughness.


